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Vorwort. 



Auf wiederholte Anregung Ton seifen meiner früheren, schon länger 
in der Praxis stehenden Schüler habe ich mich zur Herausgabe des vor- 
liegenden Buches entschieden, das in der Hauptsache den Lehrgang darstellt, 
den ich seit Jahren in meinem Unterrichte an der Städtischen Maechinenbau- 
schule in Leipzig verfolge. 

Mit dem Buche soll dem angehenden Techniker ein Leitfaden in die 
Hand gegeben werden, der bei elementarer Darstellung die vollständige 
mathematische Entwickelung gibt. . Hierauf ist besonders Wert gelegt 
worden, um jedem, der über die elementaren mathematischen Kenntnisse 
verfügt, ein Lehrbuch der Festigkeitslehre zum Selbstunterricht, meinen 
Schülern ein Buch zur Wiederholung, dem in der Praxis stehenden Tech- 
niker aber ein schnell zu übersehendes und vor allem leicht verständliches 
Handbuch zu bieten. Die vorhandenen größeren Werte sind ihrer weit 
gehenden Wissen seh aftlichkeit wegen mehr für den Hochsch'uitechniker 
geschrieben, für den Mittelschultechniker deshalb teilweise zu schwer ver- 
ständlich, für den Anfänger aber fast gar nicht zugänglich. Die kleineren 
Werke dagegen haben I«il3 zu geringen, teilweise gar keinen Wert auf die 
Entwickelung der Gleichungen gelegt, vielfach fehlt ihnen auch die Voll- 
ständigkeil, so daß durch sie keine genügende Übersicht über den Sloff 
der Festigkeitslehre soweit er von jedem Techniker gekannt und beherrscht 
werden sollte, gewonnen werden bann. 

Das vorliegende Buch soll daher eine wirklich bestehende Lücke aus- 
zufüllen suchen, und ich glaub», daß es innerhalb der erwähnten Kreise 
auch seinen Zweck zu erfüllen imstande ist Besonders wird die Auf- 
gabensammlung mit ihren zahlreichen und gewählten Beispielen aus dem 
praktischen Maschinenbau, und der Baukonatruktion, nebst den beigefügten 
Erläuterungen aus der Maschinenlehre zu sei bständ igen Übungen anregen. 
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VI Vorwort. 

Sollte da? Buch, wie ich hoffe, eine beifällige Aufnahme finden, so 
beabsichtige ich auch noch die Herausgabe eines zweiten Buches, das die 
zusammengesetzte Festigkeit, soweit sie praktischen Wert hat, in möglichst 
vollständiger Weise behandelt. 

Für die freundliche Mithilfe bei der Durchsicht der Korrekturbogen 
von Seiten meines lieben Kollegen, des Herrn Oberlehrer Engelmann, 
spreche ich hiermit meinen Dank aus. 

Leipzig, im November 1905. 

Ernst W«lut«rt. 
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Einleitung. 



Wäbrend die Lehre von der Statik und der Dynamik, als 1. and 
2. Teil der Mechanik, eich mit den Bedingungen und Gesetzen des Gleich- 
gewichtes und der Bewegung der Körper beschäftigen, befaßt sich die Lehre 
von der Elastizität, als 3. Teil der Mechanik, mit der Forraänderang der 
Körper. 

Mit der Elaatizitätslebre eng verknüpft ist die Festigkeitslehre, der 
die Aufgabe zukommt, die Abmessungen und Formen der Körper eo 
lu bestimmen, daß die Formänderungen derselben innerhalb bestimmter 
Grenzen bleiben. 

Unter der Festigkeit eines Körpers versteht man den Widerstand, 
den der Körper infolge seiner Molekularkraft (Kohäsion) der durch äußere 
Kraftein Wirkungen entstehenden Trennung seiner Teile (Moleküle) ent- 
gegensetzt. Je nach der Art der Beanspruchung eines Körpers unter- 
scheidet man in der Regel folgende sechs GrundfestJgkeiten : 

1. Absolute — oder Zugfestigkeit, 

2. Rückwirkende — oder Druckfestigkeit, 

3. Schub- oder Scherfestigkeit, 

4. Relative — oder Biegungsfestigkeit, 

5. Torsions- oder Drehungsfestigkeit, 

6. Knickfestigkeit. 

Beanspruchen jedoch die angreifenden Kräfte einen Körper derart, 
dal3 mehrere der vorgenannten Festigkeitsarten gleichzeitig auf denselben 
einwirken, so spiicbt man auch noch von zusammengesetzter oder kombi- 
nierter Festigkeit. 



:. Featigkeitalebr«. 



DigitizedOyGoÜglC 



Erster Abschnitt. 
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§ 1. Allgemeines über Zug- und Druckfestigkeit. 

1. liän^ii*, Querschnitts* und Spannungs&ndening. 

a) Beansprucht eine Kraft P, wie Fig. 1 zeigt, eioen Körper auf 
Zug, ao Terlängert sich dieser Körper unter Einwirkung dpr Kraft P von 

der ursprünglichen Länge 1 auf die Länge 1, ; 
gleichzeitig findet aber auch in Querschnittsrich- 
tung eine Zuaanunenziehung (Kontraktion) statt, 
i j j I wobei sich der anfängliche Durchmesser d auf den 

Dmrchmesser dj vermindert Die Verlängerung oder 
Ausdehnung / des Körpers ergibt sich somit aus 

1. il = li_l 
und die Kontraktion oder Zusammen ziehuug aus 

2. rf = d — d,. 
Bezeichnet nun noch s die auf einen qmm 

Querschnitt entfallende gleichmäßig verteilte Kraft 
in kg zu Beginn der Belastung, Sj^ dagegen die 
gleiche Kraft nach eingetretener Ausdehnung, so 
ec^'bt sieb die auf einen qmm kommende, infolge 
der Querschnitts Verminderung sich ergebende Be- 
latituugs- oder Spannungserhöbung a zu 
3. <s = \ — s. 

b) Beansprucht eine Kraft P einen Körper, wie Fig. 2 
Druck, so tritt infolge dieser Kraftein Wirkung eine Verkürzung d 
von der ursprünglichen Länge 1 auf 1, ein, wobei gleichzeitig in der Quer- 
schnitterichtung eine Vei^rÖßerung vom anfänglichen Durchmesser d auf 
d| eintritt 

Die Verkürzung X des Körpers ergibt sich somit zu 
1. i = l — 1, 




Fig. : 



zeigt, auf 
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g 1, Spannung. Brnchmodiil. Elastizität. Tiügmodal. 3 

und die Yei^irÖßerung des Durchmessers aus 

2. <J=d,~d. I 

Bezeichnet s wieder die sogenannte Span nuDg (d. h. die Beanspru- 
chung pro qmni Querschnitt) im Anfangszustande, 
8, die Spannung nach eingetretener Zusammen- 
drückung des Körpers, so ergibt sich die Span- 
nungsverminderung a zu 

3. <r = s— s^. 

c) Der Vergleich der unter a und b 
genannten Erscheinungen zwischen Zug- und 
Druckwirkung zeigt, daß die Umkehrung der 
Kraftrichtung auch die Formänderungen des 
Körpers umkehrt 

Wird somit die Jüchtung der ziehenden 
Kraft als positiv und die der drückenden Kraft 

als negativ bezeichnet, so lassen sich die oben genannten, je drei für 
Zug und Druck gültigen Gleichungen zu folgenden drei Gldchungen zu- 




Fig. 2. 



J= + (d — dj) 
O ;= ± (sj — a) 



2, Spannung. Bru«hntodnl. 

Wie bereits vorher gesagt, versteht tnan unter Spannung die durch 
die innere F^tigkeit des Materials widerstehende Belastung in kg, mit 
der ein prismatischer Körper vom Querschnitt 1 qmm oder 1 qcm (z. B. 
ein Vierkantatab) in Richtung seiner Längsachse beansprucht werden kann. 
Wirkt die Belastung so auf den Körper ein, daß die inneren, dieser Be- 
lastung widerstehenden Kräfte senkrecht zum Querschnitt gerichtet sind, 
so bezeichnet man die Spannung als Normalspannung im Gegensatz zu 
der in § 11, Abs. 2 genannten Schubspannung, bei der die Kraftrichtung 
mit jener des Querschnittes zusammenfällt. Die Belastung aber, die nötig 
ist, den genannten Körper von 1 qmm oder 1 qcm Querschnitt zu ser- 
leißen oder zu zerdrücken, nennt man den BruchmoduL 

3. ElftstizitSt und Elastizitätsgrenze. Trag:modul. 

Wie bereits Fig. I und 2 gezeigt haben, besitzt jeder Körper j 
Eigenschaft, unter der Einwirkung äuJäerer Kräfte eine Änderung e 
Gestalt zu erfahren und mit dem Aufhören dieser Einwirkuing die erlittene 
Formänderung mehr oder minder vollständig wieder zu verlieren. 

Insoweit er die erlittene Formänderung wieder verliert, d. h. zurück- 
federt, wird er als „elastiseh'* bezeichnet 



icyGüÜgle 



Ist die Rückkehr in die ursprüngliche Form eine Tollständige, so 
nennt man den Körper „Totlkommfla elastisch". 

Dieee Eigensch&ft hat nun kein Körper, jedoch kann man anDehmen, 
dafl faat alle Körper innerhalb beatimmter Grenien eine mehr oder weniger 
Tollkommene ElaatizitÄt besitzen; diese Annahme führt zum B^riff der 
EUstizitätsgrenze, vorunler man diejenige Grenze versteht, bis xa der eine 
Etaft einen Körper so belasten, bezw. ausdehnen oder zusamaieadrücken 
darf, daä nach Beseitigung der Kraft die aus ihrer Lage gebrachten 
Moleküle wieder in ihre frühwe Lage zurückkehren, d. h. also, daä der 
Köiper keine bleibende Formänderung erfährt 

Himtus «cffbt sich, daß bei allen in der praktischen Technik vor- 
kommenden KonsiTuktioaeu die Belastung eines Körpers nur so groö zu 
wählen ist, daä er bis höchstens zur Elastizitätsgrenze ausgedehnt oder 
nuammeagedruckt werden kann. 

Diese Höchstbelastung nennt man den Tragmodul im Gegensatz zu 
dem sub 2 genannten Bruchmodul, die beide für jedes Material verschieden 
und durch praktische Versuche zu ermitteln, bezw. festzustellen sind. 

Die bei praktischen Ausführungen maSgebende Belastung darf jedoch 
auch diesen Tragmodul nicht erreichen, sondern beträgt zumräst nur das 
*/l- oder '/s fache desselben. 

4. FropoTtionalitSts^enze. 

I^e infolge der Belastung eines KOTpera eintretende Verlängerung 
oder Verkürzung (allgemein Dehnung genannt) richtet sich nun ganz nach 
der Gröfie der Belastung, und zwar wird die Dehnung größer werden, 
sobald die Belastung größer ist und umgekehrt; diese Eigenschaft haben 
alle Materialien mitdnander gemdn. 

Eine Reihe von Materialien besitzt aber noch die weitere Eigen- 
schaft, daß bis zu einer gewissen Belastung eine Proportionalität zwischen 
Dehnung und Spannung besteht; d. L, nimmt die Belastung pro Flächen- 
einheit (die Spannung) etwa um gleiche Teile zu, so nimmt auch die 
Dehnung in gleicher Weise zu. Die Grenze, bis zu welcher der propor- 
tionale Zusammenhang zwischen Dehnung und Spannung besteht, nennt 
mau Proportion alität^renze. Wird diese Grenze überschritten, so wächst 
die Dehnung b« sonst gleichbleibender Belastungszunahme immer mehr 
imd mehr, bis endlich der Bruch selbst eintritt. 

Die beistehende Fig. 3 gibt eine bildliche, d. h. graphische Dar- 
stellung des zuletzt beschriebenen Zusammenhanges zwischen Dehnung . 
and Spannung. Es mögen A die bei Zug sich ergebenden Verlängerungs- ^ 
mnahmen und P die zugehörigen Belastungen bezeichnen. Diese trage 
man im beistehenden Koordinatensystem in beliebigem Maßstabe auf der 
Oidinatenachse, die durch die Belastungen sich ergebenden Dehnungen 
dag^ien in einem größer zu wählenden Maßstabe auf der Abszissenachse 
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Fig. 3. 



§ 1, Froportionalit&tigreiiie, 5 

auf. Verbindet man nun die eämtlich aufgelragenen Punkte miteinander, 
so erhält man die Belastungekurve OPrS. Wie eraichtlicfa, verläoft diese 
Kurve bia zum Punkte P, als Gerade, 
womit bildlich die Proportionalität zwiechen 
Verlängerungen (Dehnungen) und Bela- 
stungen (Spannungen) gekennzeichnet ist 
An der Stelle P, ist also die Proportio- 
nalitätBgrenze, wozu die Belastung OPrj 
und die Ausdehnung OP^ gehören. 

Wird nun die Belastung OP, über- 
sclmtten, so neigt sich die Belaetungskurve 
von der Geraden OPf nach rechts etwa 
bis zam Punkte S, was eine Dehnungszu- 
nahme bedeutet. Von der Stelle 8 an 
beginnt das Strecken oder Fließen des 
Körpers, weshalb man diese Grenze liei 
Zugbeanspruchung als die Streck- oder 
FlieSgrenze, bei Ihnckbeansprucbimg als 
Fließ- oder Quetschgrense bezeichnet hat Die zu der FlieSgrenze ge- 
hörende Belastung ist dann 08i , die zugehörige Verlängerung aber gleich OSg. 

Die Fig. 4 zeigt bei Zugbeanspruchung die Fortsetzung der Be- 
lastungskurre von der FlieSgrenze S an. Diese Kurve läuft zunächst 
eine Strecke nahesu 
parallel und steigt 
hierauf langsam an 
bis zum Punkte B, an 
welcher Stelle die 
Höchstltelastung OB^ 
bei einer Längenzu- 
nahme gleich OB^ 
vorliegt; diese Bela- 
stung nennt man die 
Bruchbelastung, ob- 
glcüch an dieser Stelle 
der Bruch noch nicht 
eintritt 

Der Bruch tritt 
vielmehr erst an der 
Stelle R ein und 
zwar bei einer gerin- 
geren Belastung CR,, bei einer Längenänderung ORg. 

Die Fig. 5 zeigt bei Druckbeanspruchung den Verlauf der Be- 
lastungskurve an. Auch hierbei ist in gleicher Weise wie bei Zug eine 




Fig. 4. 



DigitizedOyGoÜglC 



Proportdonalitätsgrenze und FlieSgrenze vorhanden. Eine weitere allgemeine 



Übeieinstimmung li^ aber in der Form dei 




Fi«. 3. 



Belaetungakurve nicht mehr 
vor, denn der Verlauf der- 
selben von der Fließ- oder 
Quetechgrenze Q an ist eine 
wesentlich andere ala bei 
Zugbean spruchung. 

Die Bruchgrenze B 
für Druck ist nur bei sprö- 
den StoHen, z. B. Gußeiseu, 
Stein, Zement u. a., deutlich 
erkennbar, während zähe 
und verhältnismäßig weiche 
Körper, wie Blei, Kupfer, 
Flußeisen etc., nicht zum 
Bruche gebracht werden 
können, da sie sehr große 
Form Veränderungen unter 
DruckbeaDBpruchung ver- 
tragen, ohne daß irgend ein 
Anzeichen von Bruch auf- 
tritt Bei diesen Körpern kann man die Belastung sehr stark steigern, 
ohne einen Bruch zu erzeugen, wie das der von B aus dargestellte weitere 
Verlauf der Kurve andeutet. 

Während also bei spröden Körpern der Gütemaß- 
stab von der Bruchgrenze B abhängig gemacht wird, gilt 
bei zähen Körpern die för den Konstrukteur wichtige 
Quetschgrenze Q, bei der das Material anfängt, unter 
der Belastung in erheblichem Maße nachzugeben. 

Bei der Zugbeanspruchung eines Körpers erklärt 
sich die geringere Belastung an der Bruchstelle daraus, 
daß, wie Fig. 6 zeigt, an der BelastuDgsstelle B der 
Körper eine Einschnürung erleidet, wodurch sich der 
Querschnitt wesentlich verringert. 

Zur Bestimmung der Bruchfestigkeit oder Bruch- 
spannung oder, was dasselbe ist, des Bruchmoduls müßte 
streng genommen der an der Bruchstelle verminderte 
Querschnitt f^ in Rechnung gesetzt werden, der jedoch 
sehr schwer bestimmt werden kann. Mit Rücksicht darauf 
setzt man an dessen Stelle den genau bestimmbaren, 
ursprünglichen Querschnitt f ein, was nur im Interesse 
der größeren Festigkeit des Mat«-ials liegt. 



Fig. 6 
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g 2. Die Zag- and Drackteeligkeit. 7 

Die Querschnittsvermindening eines auf Zug beanspruchten Körpers 
drückt maa am besten durch das Verhältnis aus: ' 

9' = j * 

oder in Prozenten dea ursprünglichen Querschnittes: 

, . p= 100(1 — T-\ = 100 ^^ 5 



, Zweiter Abschnitt. 

Zug and Druck. 



§ 2. Die Zng- nnd Druckfestigkeit. 

Ist ein Körper von beliebigem Querschnitte nach Fig. 7 oder 8 auf 

Zug oder Druck beansprucht und verteilt sich die Kraft P gleichmäßig 

über den ganzen Querschnitt, so ist ohne weiteres einzusehen, dai^ die 

Querschnittseinheit (d. i. 1 qmm oder 

;^%^^g^5g;g^^ 1 qcm) um soviel mal weniger belastet 

ist, als Einheiten auf den Querschnitt 

kommen. 

Bezeichnet also s die im gl, 
Ahs. 2 angegebene Belastung der Quer- 
schnittseinheit bis zum Bruch und hat 
der Querschnitt des Körpers f Einheiten, 

TSC ergibt sich die Oeaamtbelastung Pß„ 
^^_^ die den Körper zum Bruch führen 

würde, aus 



i 



Fig. 7. 



= f.s, 



Fig. 8. d. b. die Kraft P ist proportional dem 

Querschnitte f. 
Bei der Elastizitätsgrenze würde eine Belastung Pe von 
Pe ^ f . ff 
erforderlich sein, wenn u den Tragmodul bezeichnet. 

Da nun im angewandten Maschinenbau, so wie in anderen technischen 
Ciebieten, kein Körper bis zum Bruch und auch nicht bis zur TUggrenze 
beansprucht werden darf, sondern eine mehr oder weniger grosse Sicher-. 
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8 II. AbMhDitt. Zds und Druck, 

heit g^:«n beide Orenzen gewähren soll, so wird nur ein Teilbetrag der 
Spannung b, bezw. a in Rechnung gezogen, der dann in der Praxis unter 
der zulässigen Spannung k verstanden wird. 

Bezeichnet m den Sicherheitagrad g^en Bruch und ft denaelbeo gegen 
Elastizität, so ei^bt üch die xalässige Materialapannung zu 



k « — und k = 



Bezeichnet nun noch allgemein k^ die zulässige Spannung gegen Zug 
und kd dieselbe Spannung gegen Druck, so schreibt sich die der Festigkeits- 
rechnung zugrunde gelegte Gleichung gegen Beanspruchungen 

auf Zug: P = f k, 7 

auf Druck: P = fka 8 

Die Spannungen k, und k^, die für die meisten Materialien ver- 
schieden sind, liegen gewöhnlich unterhalb der Propotjonalitäts- und der 
Elasl^'sitätsgrenze und sind 

1. für ruhende Belastung, 

2. für wechselnde Belastung zwischen und einem maximum, 

3. für beliebig zwischen einem größten negativen und größten posi- 
tiven Werte der Belastung, also zwischen — oder 4- max., 

erfahrungsgemäß so verschieden, daß die beim 3, Belastungsfalle zu wählende 
Spannung das Vs fache, die beim 2. Falle zu verwendende Spannung das 
*/s fache der im Fall 1 bei ruhender Belastung üblichen Spannung beträgt. 

§ 3. DehnangskoefAzient. Dehnung. Hookesches 
Gesetz. Elastizitätsmodul. 

Wie in § 1 bereits gesagt, verlängert oder verkürzt sich ein Körper, 
sobald er auf Zug oder Druck iieansprucht wird. 

Wird nun, wie Fig. 9 zeigt, 
ein Körper von der Länge 1 
(1 cm oder 1 mm) und vom 
Querschnitt. 1 (1 qcm oder 1 qmm) 
mit 1 kg auf Zug oder Druck be- 
ansprucht, Bo verlängert oder ver- 
kürzt sich der Körper um die 
Strecke a. 

Die für jedes Material durch 
Versuche festzustellende Erfah- 
rungszahl a nennt man den Deh- 
nungskoeffidenten. Er gibt also 
allgemein die Längenänderung 
und Quersohnittseinheit, unter der Ein- 



'm//////////M^^^^^ 



l-\ 



\u 



'mäm^^^/. 



eines Körpers von der Längen- 
wirkung der Krafteinheit, an. 
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§ 3. DehmitigekoefGiieDt. Dshaonf. HooketohM Oneti. ElastidUUimodal. 9 

Wild nuD derselbe Körper, wie Fig. 10 Eagt. nicht nur mit 1 kg, 
eondem mit o kg belastet, so verUsgert oder rerküixt er sich unter Be- 
Eugnshme auf § 1, Aba. 4, um 

» = aa, ... 9 
welche LAngenänderung man 

bIs Dehnung beiwchnet Uiit«r I' H i ^- 

dieser Gleichimg versteht man 
das Hookesche Gesetz. 

Besitzt, wie Fig. 11 zeigt, 
der vorbenannte mit kg be- 
lastete Körper eine beliebige 
Lftnge 1 (in cm oder mm ge- 
messen), so erpbt sich unter 
dei Annahme^ daß die Deh- ^'s- 10. 

nung e an allen Stellen des 
Körpers dieselbe ist, eine gesamte Längenänderung X von 

;i=«i, 

oder in Prozenten der ursprünglichen Länge 1 ausgedrückt^ so wie es in 
der Praxis vielfach gebräuchlich ist, die Dünung d ku 



U 



■mßj^Mmk 



. ±(ti-i) 



= ± 100 (^ - 1 



■ f 



^^^^%^^y^^y^ 



10 



Setzt mao in die Glei- 
chung für JL den obigen Wert 
für e und für a den Wert aua 

p 
§ 2, nämlich ^ t ^'i< ^ 

srgibt sich 

p 
X^el = ao\ = 0! -j- 1 

PI 



-I-' 
1 



u 



'/////w/My/zM/IyÄ 



Fig. 



In dieser Gleichung bezeichnet f den Querschnitt eines mit der Kraft P 
auf Zug oder Druck beanspruchten Körpers, dessen Länge 1 beträgt. 

Löst man die Gleichung 11 nach P auf und setzt \^\ und 1 = 1, 
so ei'gibt sich 

p=" = ': ,» = !=£ 12 

al a\ a 
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10 II. Abschnitt. Zog aad Dinck. 

I^e Kraft E gibt den in der Technik allgemein beliannten Elastizitäts- 
modul an, unter dem man nach dem vorhergehenden diejenige Kraft ver- 
steht, bei der ein prigmatJscher, in seiner Längsrichtung beanspruchter 
KOTper um seine ganze Länge ausgedehnt oder zusammengedrückt würde, 
falls das ohne Überschreitung der in 6 1, Abs. 3 genannten Elastizitäts- 
grenze möglich wäre, ^^'iriln' freiHch'offl den in der Technik verwendeten 
Matmalien nicht der Fall ist. 

So beträgt z. R der Elastizitätsmodul für Bchmiededsen rund 
2 000000 kg, d. h., es würden 2OÜ00O0 kg notwendig aan, um einen 
schmiedeeisernen prismatischen Körper von 1 qcm Querschnitt um seine 
eigne Länge zu verlängern oder zu verkürzen. In Wirklichkeit würde 
aber schon bei ca. 1600 kg die Proportionalitätsgrenze, welche den im vor- 
liegenden Paragraphen aufgestellten Gleichungen zugrunde liegt, über- 
schritten und außerdem bei etwa 4000 kg der Körper zum Bruch geführt 
werden. /_,,.. ■',r.'-^' 

[ f Für die Elastäzitäts- und Festigkeitslehre ist es deshalb zweckmäßiger ' 
und vor allem anschaulicher, nur mit dem Begriff des Dehnungskoef- 
fizient«n zu rechnen. 

§ 4. Längenänderung dnrch Wärme- und Span- 
nnngsändernng. 

An dieser Stelle ist zilhä»hst zu bemerken, daß der Abschnitt üiier 
Jjäagenänderuug durch Wärmeänderung eigentlich in das Gebiet der Wärme- 
lehre gehört. ' 

Da aber bei vielen Festigkeitsberechnungen auch die Temperatur- 
einflÜBse mitherucksictitigf werden müssen, so ist es z'WeckinäBig, den vor- ' 
li<$:enden Abschnitt in der Festigkeitslehre mit aufzufii&en. 

a) Wird ein Körper erwärmt, so dehnt er sich aus, wird er dagegen 
abgekühlt, so findet eine Zusammenziefaung statt. 

Die Ausdehnung oder Zusammenziehung kann nun innerhalb ge- 
wisser TemperaCurdifferenzen proportional der Temperaturzu- oder abnähme 
■' angesehen, werden. 

1. Wird z. B: ein stab- 
^, <^, formiger Körper, wie Fig. 12 

zeigt, von der Länge gleich 1 
(in mm, cm oder m gemessen) 
und von der Temperatur t* 
Celsius, um 1 " Celsius er- 
wärmt, so dehnt sich hierbei 
der Stab um a aus; diese Aus- 
dehnung nennt man den linearen oder Längenausdehnungskoeffizienten. 





^ S 


&i Vi 


I_ 1 , ; 1 ! 1 




Fif. 12. 


Fig. 12 a. 



Diai.zodBjGoogle 



Fig. 13, 



c 



--X- 



Fig. 14 a. 



-X-i 



§ 4. LSageiiiDdernag dnrch W&nna- und SpuinangBanderang. 11 

Wird nach Fig. 13 di^ Temperatur t" des gleichen Stabes auf t," 
gesteigert, so beträgt die zugehörige Ausdehnung e, 
. = «.(!, -t). 

Da sich nun jede Stab- 
längeneinheit um gleichviel aus- 
dehnt, so wird sich, wie Fig. 14 
zeigte ein Stab von der Länge 1 
auch 1 mal soviel ausdehnen. 

£s ergabt sich somit die 
gesamte Ausdehnung 

Jl = a (t, — t) 1. 

Bei AbküMung gjlt dann 

nach den Fig. 12a, 13a und — |, 

14a, wenn t die höhere An- F 
fangs- und t^ die Endtempe- 
ratur bedeutet: i 

;t = o(t — t,)i. ^;^^,, I ■■ : — 

Bezeichnet man ztiletzt 
noch die Zunahme der Tempe- 
ratur als positiv, die Abnahme 
dagegen als n^ativ, so lassen 
sich die beiden letzten Gleichungen in folgende Gleichung vereinigen: 

l= + a(ti~t)\ 13 

2. Handelt ea sich dagegen um eine Flächen- oder KSrperausdeh- -i 
läßt sich die letztgenannte Gleichung auch sofort anwenden, ' 
wenn man nur den Längenaua- 
dehnungskoeffizienten a mit dem 
zweimal so großen Flächen-, bezw. 
dreimal so großen Volumenaus- 
dehnungskoeffizienten und die 
lÄnge 1 des Körpers mit der 
Fläche f^ bezw, dem Volumen V 
veriauscht. 

b) Wird ein Körper nach 
Fig. 15 auf Zug oder Druck be- 
anspracht und bedeutet o die 
Anfangs-, a, die Endspannung, 
' ferner a den in g 4 genannten 
Dehnungskoeffizienten, so ei^bt 
wenn Zug als -|-, Druck 



nung, 



T-i 



wA^MMmh. 



wird, die Verlängerung oder Verkürzung 



14 
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13 II- Abtcbnltt. Zog und Drnok. 

g 5. Erweitemng de» Hookeschen Gesetzes. 

Dem in § 3 genannten Hookeacben Ge^tae „e^aa" kommt, wie 
die Erfahrung gezeigt lia^, keine aUgemein^^joHigkeit zu, es hat somit 
nur für eine Min^fiahl von Materialien, wöfuSfelTaBer die für den Ma- 
schinen- und Ingenieurbau besonders wichtigen Stoffe, Schmiedeeisen und 
Striü, gehörec. ,,-,.: t««. 

Eine für weitere Materialien — darunter Gußeisen, Granit, Körper 
aus Zement, Zementmörtel, Beton; lenier Kupfer, Bronze, Messing u.a. — 
gültige Gleichnng bat 1805 der Ingenieur Schule in dem Gesetz 

s = a.a'^ 16 

gefunden. j^^iC^ 

.Dieses Gesetz ist übrigens schon im Jahre 172tf von Bülffinger , 
^gegeben und 1822 in der ElastizitätElehre von Hodgkinson erwähnT"^' 
worden. j>j^v^'*" 

Für m liegen folgende Versuchswert« von Bach vor: 
für Gußeisen 

1. für Zug, wenn vorher nicht belastet m ^ 1,083 

stark „ m ^ 1,1 

2. für Druck, wenn vorher nicht belastet m ^ 1,0685 

venn vorher noch nicht durch Druck belastet m ^ 1,035 

„ stark dureb Druck behütet m = 1,053, 1,048 



fül 


■ Kupfer, für Zug 


m = 1,098, 1,074, 




Bronze, „ „ 


m = 1,028 


„ 


Messing, für Zug 


m = 1,085 


„ 


Leder, „ „ 


m = 0,7 


„ 


Zementkörper, für Druck 


m = 1,09 


„ 


Granit, 1. für Drw* 


m = 1,374 




2. „ Zug 


m = 1,132, 1,109. 



Die von Bach gemachten Versuche haben eigeben, daß in dem 
Gesetz „( = 01^"' für den Fall, daß der Exponent m größer als 1 ist, 



die Dehnungen e rasch» wachsen als die Spannungen ff, und für den 
Fall, daß m kleiner als 1 ist, die Dehnungen e langsamer wachsen als 
die Spannungen c. 
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§ 5 n. §6. Erweiterniig d«i Hookeidicii Qeaeties. LängeDäDderiuigen. etc. 13 

Also, für m ~^ \ nächst e rascher als o, 

„ m<^ 1 „ 8 langsamer als ö, 
„ m ^ 1 ei^bt sich das Hookesche Gesetz. 
Dieses, graphisch aufgetragen, zeigt, daß, je größer die Abweichimg 
des Exponenten m von der Einheit ist, um so mehr sich die Dehnungs- 
kurve „e ^ aö°" gegen die e- oder tj-Achse wölbt, d. h,, wenn in|> I 
ist, kehrt die Kurve der e-Achse ihre hohle Seite zu (Fig. 16), wenn 
dag^n m <:^ 1 ist^ so kehrt sie der o-Achse ihre hohle Seite zu (Fig. 17), 
und wenn m = 1 ist, so erhält man eine gerade Linie (Fig. 18). 

g 6. Gesamte, bleibende nnd federnde Längen- 
änderungen. Maß der Vollkommenheit (Elastizitäts- 
grad). ^ 

a) In dem vorangegangenen Paragraphen ist ein M aß zur Bestim- 
mung der Längenänderung eines auf Zug oder Druck boginspruchten 
Körpers für den Fall gegeben, dai3 die Belastung bestjuidig wirkt Jn 
der praktischen Technik gibt es pun aber auch Körper, die abwechselnd'' "" 
belastet und wieder entlastet werden. 

Mit Bezug auf § 1, Abs. 3 erleidet du Körper bei Belastung eine- 
Formänderung, die bei Entlastung mehr oder weniger wieder verschwindet! 
Dem^zufolge sind, wie Fig. 19 zeigt, 
drei Längenändemngen zu unt«r- 
'' sclieiden : 

1, die gesamte Längenänderung i, 

2, „ bleibende „ Ab, 

3, „ federnde .-■^ „ >L,. 

Je größer die Belastung des 
Körpers ist, uin* "sS'^beSeStender ist 

auch die bleibende Längen- oder *''8- ^^• 

Formänderung, Letztere darf nun ^ 

in der ß^^r bei Konstzuktionsteilen entweder gar nicht oder nur in ganz 7 
geringem GraJe aii^fre^ii,' nie bereits aus demU^gte'n^'im g 1, Abs, 3 ' 
hervöigeht"^ ' ^ '^ ^| 

Für die ausführende Technik hat deshalb die federnde und somit 
auch die bleibende Längen anderung keine oder doch wenigsfefis geringe 
Bedeutung; dagegen ist diese Änderung für die Beurteilung des Materials 
von großer WlchtigESl.' ' "- 

b) Ein Maß für die Vollkommenheit der Elastizität eines Körpers 
(Elastizitätsgrad) erhält mau in dem Quotienten 

«tf j V federnde Dehnung 

X' ' ' gesamte Delinung 
Für ^ ^ 1 ergibt sich die früher genannte Elastizitätsgrenze. 
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14 II. Abachnilt. Zag and Druck. 

§ 7. Maß der Znsamm^ziehiping. Kräfte senkrecht 
znr Stabachse. GeMn^erf^e Znsammenziehimg. 

Wird ein auf Zus beanspruchter Körper, wie bereits im g 1, Abs. 1 
gesagt und aus beis1«&incre} Fig. 20 ersicMUch ist, in der Achsen rieh tun g 
um s ausgedehnt {siehe § 3), so emhk" er" zu gleicher Zeit eine Querzu- 
sammenziehung Sq, die einen Teil von e daräfelfti 
Bezeichnet m diesen Teil, so ergibt sich die Quer- 
zusanunen Ziehung zu 



'////////////////////////^^^^^^ 



^it^ 



(5 

Fig. 20. 



Cq = ^, 17 

worin m eine erfabrungsmäßig zwischen 3 und 4 
liegende Konstante ist. 

1. Wirkt nun, wie aus Fig. 21 ersichtlich ist, 
auf einen aus isotropem und Proportionalilätsgrenze 
besitzeodem Material bet^stellten Körper in einer 
bestimmten Richtung, z. B. in Bichtung derx-Achae, 
eine Kraft P^ ziehend ein, so ergibt sich die in 
dieser Richtung auftretende Dehnung 



Offi, woraus Oi- 



■ tolgt- 



Die hierbei auftretende Zusammenziehung in Richtimg der y- und 
z-Achse beträgt dann )e 



und die Spannungen in der y- und z-Achse, also Uy und ffi, haben den 
Wert NuU. 

2. Wirkt dagegen auf einen Körper in Richtung der y-Achse eine 
Kraft Py ziehend ein, so betragt die in dieser Richtung auftretende 
Dehnung 

ty^atSj, woraus Oy^-S- sich ergibt 

Die hierbei auftretende Zusammen ziehung in Richtung der x- und y-Aehae 

ist dann je 



und die Spannungen in diesen Achsen-Richtungen, also cii und Qb sind 
gleich Null. 

3. Wirkt dagegen auf einen Körper in Richtung der x-Achse eine 
Kraft Pj ziehend ein, so beträgt die in dieser Richtung eintretende Dehnung 



>2^a(ii, woraus a^: 



'■ folgt. 
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§7. 



B der Zusammeniiehung. Krftfte senkrecht 



Die lijerbei auftretende 
Zusammen Ziehung in der 
Riclitung der x- und 
y-Achs6 ergibt sich dann 
zu je 



während die Spannungen 
in diesen Kichtungen, 
Ox und Oj, gleich Null 
werden. 

4. Wirken nun die 
genannten Kräfte P,, Py 
und Fi gleichzeitig auf 7 
ein lud denselben Körper 
ein, so betragen die resul- 




tierenden, in die x-. y- und z-Achse entMlenden Dehnungen «,, 
in Richtung der x- Achse, «, ^ Si -=^ Bi 



-— = e. 



Da nun aber f 



C3 = e, — — — ^ = 8, — -^ 
= aOy und et = aat ist, so folgt: 
, woraus Oi^—-] — 



m ' 

. + «, 



m 



8» ffi + ffi 

— = öv ■ . 

a ' m 



„ _gB I g' + 'V 



Aus dem vorst^heryien erklärt 
eich auch die 1^gentuinli(£l:eit, die 
bereits 18G3 Kirkaldy bei Zefr^rß-"^ 
versuchen mit mehfeffen" aus einem 
Stücke angefertigten Runde! senstäben 
gefunden hatte, daß die Festigkeit 
bei den nach Fig. 22, Fall 3, ein- 
'gedrehten Stäben weit größer ist, 
als bei den nicht eingedrehten nach 
Fall 1 und 2. 

Der unter dem 2. Fall ang^ 
gebene Stab ist durct AB^lien"^ 
des Stabes sub 1 ents 



r- 



Fig. 22. 



-])■- 



T 
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16 



II. Abtehnltt. Zog Dnd Diack. 



Versuchaergebnisse sind: 
Härteste Sorte Walzeisen. 

1. Versuch: Stab nach Fall 1 mit D= 2,64 cm, 

8, ^ 4560 kg pro qcm; 5l,00''lo QuerachnittBvermindening. 
Stab nach Fall 2 mit d= 1,85 cm, 

a, = 4920 tg pro qcm; 49,23 Vo 
Stab nach Fall 3 mit d = 1,85 cm, 

s. = 6420 kg pro qcm ; 8,030/0 „ 

Geschmiedetes Walzeisen. 

2. VOTSuch: Stob nach Fall 1 mit D = 2,64 cm, 

B, = 5025 kg pro qcm ; 40,71 *'/o Querschnitte Verminderung. 
Stab nach Fall 2 mit d = 1,78 cm, 

Si = 6020 kg pro qcm; 36,02*'/o 
Stab nach Fall 3 mit d = 1,78 cm , 

Si = 6910 kg pro qcm; IB,??"/*! 
Walzeisen. 

3. Versuch: Stab nach Fall 1 mit D = 2,59 cm, 

81 ^ 4040 kg pro qcm; 47,38''/o Querschnittsvermindening. 
Stab nach FaU 2 mit d = 1,80 cm , 
a» = 4360 kg pro qcm ; 46,9 1 "jo 
Stab nach Fall 3 mit d = 1,80 cm , 

81 = 4950 kg pro qcm; 21,27Vo „ 

IMe im vorliegenden Far^;raphen genannten Gleichungen haben nun 
auch bei den auf Druck beanspruchten Körpern Geltung, denn hindert 
man die Querdehnung 
d urch senkrecht zur Achse 
wirkende Kraft«, dann 
kann die Achsial-Bela- 
stung entsprechend ver- 
größert werden. 

Ein Beispiel hier- 
für zeigen die Fig. 23 und 
24. Während bei Fig. 23 
der seitlichen Auswei- 
Fig 23 Fig 24 ehung der unter Druck 

stehenden 'Platte kein di- 
rektes Hindernis im Wege steht, verhindert die Spur bei Fig. 24 die 
Querdehnung fast vollständig. 

Eine allerdii^ unbeabsichtigte Hinderung findet auch bei Fig. 23 
insofern stott, als die zwischen den Druckflächen auftretende Reibung die 
Querdehnung zu verhindern sucht, worauf die mittlere ÄusbauchuDg der 
Platt« zurückzuführen ist. 
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g 8. Die Zugfeatigfccil mit BeruckBichtigung dei Eigengevichtes. 

§ 8. Die Zugfestigkeit mit Beräckäicatignn^ des 
Eigengewichtes.^'^'t^ -"'' ^ ' '^'" 



Die in § 2 aufgeatellten Gleichungen für Zug- und Druckfestigkeit 
nehmea keine BuckSicSf auf das Eigeiigewicht. däa '4)elasteten Körpers, was 
in der Praxis auch 'Zumeist genügt^"""' 

Nur in den Fällen, wo sehr lange Körper, wie Ketten, Seile, Ge- 
stänge etc., auf Zug beansprucht werden , ist es notwendig, das Eigenge- 
wicht mit In 'fiectinung^zü" ziehen. (Siehe Fig. 25.) 

Die untenit« Querschnittsstelle wird, da sie außer der Belastung F 
kein Eigengewicht des Körpers zu tragen hat, einen kleineren Flächen- 
inhalt erhalten können als beispielsweise der Querschnitt 
an der Aufhängestelle, woran das ganze Gewicht des Körpers Yi'WWi/i'iWi&M 
hängt. Hieraus ist zu ersehen, daß die Querschnitte, ent- 
sprechend der Gewichts Verminderung, von einem größten an 
der Äufhängestelle gelegenen Werte bis zu einem am un- 
teren Ende des Körpers befiiiSlicte^,. kleinsten Wert« ab- 
nehmen. Die auf diese Weise entsteheude Körperform nennt 
man eine solche gleicher Zugfestigkeit, wie selbige in § 9 ( L . 
Erwähnung Tinden soll. ,) \ 

Für die Praxis kommt die theoretische Körperform ^ 

nicht zur Verwendtmg, weil die H^^erfung scfiWierig und Fig. 25. 
viel zu kostspielig gegenüber der MaE^alersparnis ist. Wo 
aber eine Querschnittsverminderung verfangt wird, führt roan an Stelle 
der theoretischen Form die aus g 9 ersichtliche sttft^f^se^ Querschnitts- 
verminderung aus. 

Bezeichnet nun P wieder die den Körper auf Zug beanspruchende 
Belastung, G sein Gewicht und f den am meisten belasteten Querschnitt, 
so ist die der Rechnung zugrunde liegende Gleichung 

P + G = fk 19 

Bedeutet nun noch -^ das spezifische Gewicht des zur Verwendung kommen- 
den Materials und 1 die Länge des Körpers, so bestimmt sich sein Ge- 
wicht zu 

G = flj'. 

Diesen Wert eingesetzt, gibt 

P + flj'=fk, 
woraus P = fk — flj'^f{k — \y) 

P 
oder f = =- folgt 20 
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Zug Dod Druck. 



g 9. Körper von gleicher Zugfestigkeit. 

Soll ein mit P kg auf Zttg beanspruchter Körper so hei^estellt wer- 
den, daß an jeder Stelle des Korpers eine gleichgroße Materialbeansprucbung 
vorhanden ist, so spricht man — wie bereite in § 8 
angedeutet — von einem Körpo- j^eicher Festigkeit. 

Da hierbei der Körper an jeder Stelle, ent- 
sprechend setn^n daran hängenden Kigengewichte, 
einea aaderen Qtio^schmtt besitat, eo kommt es darauf 
an> eine Gleichung aufzusteUeu, miltekt der man in 
der Lage ist, yedaa beliebig lu wählenden Queiachnitt 
des Körpers bestimmen zu können. 

Um diese Gleichung zu emichen, denke man 
»ch, wie aus Fig. 2& ersichtlich, den 1 Meter langen 
Körper in eine beliebige Anzalil verschieden langer Teile 

«ngeteiit^ die die Längen l^, lg, 1^ 

mit den zug^iörigen Maximalquerscbnitten fj, i,, f,, 
....£, haben. Die Gewichte dieser Teile seien mit 
Gj. G«. Gj, . . . . G, beiwchnet. 

Nach den Ausführungen des § 6 ergibt sich 
dann für die einxelnen Querschnittsstellen fj, f^, fg, . . . {,: 

1. f,.k = P + Gi=P-f f,.!,.!- 

2. f,.k = P + G,-l-G, = P+fi.li.j'+f».l,.y 

3. f8.k = P + Q,+G, + G, = P+f,.l..y+f,.l,.y + f,.l,.j' 

4. f4.k^P + G, + Gj + G, + G. = P + f,.l, .j' + f,.l,.j' + 



n. f„.k = P + Q. + G, + Gg + G«+ +G„ = P + f,.l,.j'4- 

+ f,.l,.j' + fB.t,.y + f,.l,.y+ +f..I„.r. 

Aus Gleichung I ei^bt sich nun: 

f,(k-l.y) = P, 

folgt 




Fig. 26. 



' k — Ij y 
Diesen Wert in Gleichung 2 eingesetzt, ^bt 



f,,k_l.,) = p(i+jAL)=p_i_ 



oder fj = 



(k-l,y)(k-l.yl 



folgt 
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g 9. Körper Ton gleicbei ZugteBÜgkeit. 
elzt mau dieeen Wert in Glöchung 3 ein, eo ergibt sich: 



fc — l.y) + ii)-lt 



^p (i'-i,y)ifc-i.y) + i.)-it-i.y) + n.y 

k' 



"" D'-krnt-kr) 

Setzt man nun diesen Wert Id Gleichung 4 ein und verf&hrt man bo 
weiter, so ergibt sich in analog« Weise: 
t* 

''°"''(k-i,y)(k-i.)')l*-iBr)(k-i.r) 
f.— P " 



(k-l,y)(k — l,,)(k — VlCk-W*-".?) 

f ' _ p !■- 

"~ (k- !,)■)* -l,)')(l -!,>■) (k-l.y) (k-W 

Multipliziert man nun den Zähler und Nenuer dieser letzten allgemein 
gültigen Gleichung noch mit k, so ei^bt dch 

,_? ü 

"- klk-l,,)(k-V)(k-l.)')(k-W (k-W 

Wallen nunmehr noch die Teile des KApera gleach grofi gemacht, 

also Ij = Ij = lg ^ I^ ^ ^ 1„ =: — , 90 lautet die letzte Gleichung 

, P k- P 1 



(-^^)""' ('-ir 



Da femer nach einem algebraischen Satze: 

für D = 00 ist, so ergibt sieb der Masimalquerachnitt eines durch die Kraft 
P und s^n ESgengewidit G belasteten Körpers zu 

U = lM 21 

k 

vorin e = 2,71838 die Basis des Logarithmus naturalis bezeichnet 
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30 



n. Abechnitt. Zug und Druck. 



Diese GHchung besagt, daß der Körper gleicher Zugfestigkeit, wie 
F^. 27 zeigt, als Form der Begreniungslinie eine li^jarithmische Linie hat. 
Für einen beliebigen, im Abstände i vom 
unteren £nde des Körpers aus gelegenen Quer- 
schnitt f bat man die Gleichung 




fi 



"k -^ ^* 

Für den Abstand x = o, d. h, für die 
unterste QuerachnittsBt«lle, nimmt diese allgemein 
gültige Gleichiug wieder die Form der bereits 
im § 2 aufgeführten einfachen Zugfestigkdts- 

gleichung an, denn die Potenz e^ erhält fö>- 
x^o den Wert 1. 



. § 10. Änwendoneder Zag- und Drackfestigkeit 
auf HoU^linder und Hohlkngel. ^-^ ■■■'. ■ 

Die Berechnung der Wandstärken von Köfaren und Hohlkugeln ist 
abhängig von der Gröläe des Innendruckes pj oder des AuSendruokes p,. 
Ist dieser Druck nicht allzu hoch, d. h. hegen geringe Wanddicken vor, 
so genügt zu deren Bestimmung die einfache Zug- oder Druckfestigkeit. 
Hierbei wird dann angenommen, daß sich die Materialspannung über den 
ganzen tragenden Querschnitt gleichmäßig verteUt^ während dieses in Wirk- 
lichkeit nicht der Fall ist. Die Spapnung nimmt z. B. bei Innendruck 
von innen nach aussen ab, und dm^kehrt verkleinert sie sich bei AulSen- 
druok von aulSen nach innen. Die Spannungsdifferenz kann aber seines 
geringen Betrages wegen bei schwachen Wandungen vernachlässigt werden, 
wie dieses auch in folgender Eotmckefung geschehen ist 

a) Rohre mit innerem Druck- 

1. Das in Fig. 38 dargestellte Rohr kann uuter der Einwirkung 
des Druckes auf die beiden Stirn- 
wände einentiüer^iiS'er"i^n. Es 
muß deshalb der Rohrquerschnitt 
darauf hin, wie folgt, bestimmt 
werden. 

Bezeichnet P^ den gegen 
die Stirnwand ausgeübten Druck, 
Pi den Innendruck in Atmosphä- 
ren, d| den lichten Durchmesser 
des Rohres und d^ die Wandstärke 
desselben, so ergibt sich 




g 10. AaweDdnng der Zugfestigkeit naf Sohre mit ioDerem Drack. 



der Innendruck: P, =fi . pi = — j— . pi, 

die Zugfestigkeit: P^ ^ f{.ki^ diTid^ .k., sobald di der Ein- 
fachLeit halber mit dem mitÜeren Durchmesser gleichgesetzt wird. 







Aus den beiden Gleichungen folgt nun durch Gleichsetzen 
—y— ■ Pi ^ Oi Ji Ol . kj, 
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22 II. A.bmhii{ti. Zog und Drneh. 
woraus d) = — - I 

folgt, 

2. Das Bohr kann, wie Fig.^9 aBJgt., unter der Einwirkung des 



Druckes auf die Umwaudung einen "Xärigsnl 

Um eine ÜbeJ^icntuBer die Höhe des die Bohnvandung bean- 
epnichenden Druckes Pg zu bekommen, denke man sich die Wandung in 
"""^^^^äSEfnale LängSBtreifen von der Breit« h^, bj , b^, etc. und der gemein- 
'-^"^'S^aHficiien Länge 1 zerlegt, so werden dieselben infolge des radial ge- 
richteten Innendruckea mit den Norm »1 drücken P|, pj, Pg> etc. beansprucht. 
Bedeutet nun pi wieder den Atmosphäreadruck, so rauben sich die letzteren 
Drücke aus p, ^ f , . pi ^ bj 1 . pi , 

pg=fg.pi=bs,l.pi, 

pj-=f8Pi = ^i-n' 

Zerl^ man nun diese Normaldrücke in Horizontal- und Vertikal- 

komponenten. so heben sich die ersteren "^^^ise^g auf , während die 

Summe der letzteren "die die Rohrwandung beansprucjiende Kraft ergibt. 

Nach den in der Figur eingeschriebenen BeztaiungSh'' ergeben sich 

nun die Vertikal komponent«n zu: 

p,, =^ p, . cos Oj ^ b^ 1 pi . cos Ol , 
p,, ^ Pj , coa Oj ^ bj 1 Pi . cos «g , 
Pts = I^ ■ <=09 0^ = bg 1 Pi . cos Otj , 

Der Gresamtdruck P^ ergibt sich dann zu 

Ps = Pn + Pva + P.3+ =^Py, 

Pg = bj 1 Pi . coa o, -|- bj 1 pi . coa Oj -(- bj 1 pi . cos Os -|- ^ S(b 1 p| . cos a), 

P» = • Pi (W WS «j -|- hg cos oj -(- bg cos Og + ) = 1 pi .i^ (b cos o), 

Ps=1Pi{^i+^.+^b4- ) =lpi.2M. 

Da aber die 2ft den lichten Durchmesser d| des Rohres bildet, so 
er^bt sich 

der Innendruck: Pg = dil.pi, 24 

die Zugfestigkeit; Pg = fj . k, = 21 <Jg . k,. 
Beide Werte gleichgesetzt^ liefert 

di 1 Pi = 2 1 Ja k. , 
2 <»s k, ] 



woraus d; 



hervoigeht. 



°^'' =lk-/< 
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§ 10, ÄnweBdung der Zugfestigkeit aat Rohre mit innerem Druck. 23 

Der Vergleich der WandBtärken <f, und dg läßt erkenaen, daß das / 

Rohr in der Längsrichtung eine doppelt so große Wandstärke erioTdertu'^''''^^ 
als in der Querrichtung. Für praktische Rechnungen hat ^n deshalb f 

den größten Wert dg zu benutzen, der dann mit Rücknonfauf die Her- '' 
Btellung, Abn^QtSiui^und die Wirkung des Eigengen ichtes der Rohre noch 
um eine Erfahrungskonstante c vef^SSii wh^, die nach Weisbach betrt^: 



c ^ 9 „ „ Gußeisen, 

c = 4 „ „ Kupfer, 

c = 6 „ „ Blei, 

e = 4 „ „ Zink. 
3. Kommen Rohre in Anwendung, die einen hoben Innendnick, 
Imiw. eine große Wandstärke haben, so kann man zu deren Bestimmung 
die folgenden mit Hilfe der höheren Analysis entwickelfefi Gleichungen 
von Bach benutzen ; 



1 d,. 



InderletzteuGleichunghedeutetm = — das bereite in § 8 genannte 

Verhftltnia der Längsdehnung zur Querzusammenziehung. Der Druck pi 
kann von etwa 10 Atm. angehend gedacht werden. 

Im übrigen sind nur solche Verhältnisse m^lich, wofür 

Allgemein tat pj:=<; — k,, bszw. J^-<; ■ --■ 

b) Spezialgleichnngen für Dampfkessel and Zylinder- 

Die im vorangegangenen Abschnitte a angegebenen Gleichungen 
können auch zur Bestimmung der Wandstärken bei Dampfkesseln und 
bei Dampfgebläse-, Pumpenzylindern etc. benutzt werden. Man hat hier- 
bei mit Rücksicht auf die Her^sfeDütig' unä'iAßnut'zun^ oder, "— — "— - 



Zylindern der Fall ist, auf Nachbohrung erfahrungsmäSige Zus^ 
geben, auf Grund deren sich in der Praxis verschiedene Rechnungaweisen 
herausgebildet haben. Zur ErlSäterung m^en folgende Beispiele dienen. 
1. Die Wandstärken neuer Dampfkessel müssen nach den Ham- 
burger Nonnen von 1898 so"^emes8erf werden, daß bei dem höchsten 
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fM Ar. «iV.'VC^ 'V.^^^e T^^twÄivr !»»an>^ ^arf *"* 7"Tr'y""""g li« 

ihn lUrt tU^i.t.K.g wiSfTtif.'Ur är^UiW* Olf^.-i!-.^ es* «ii-^ T'irfia- fer 
t/tfiiluS>'< iS»tiff**li((*:*ä( »n(;f««/rlll* dtMfiinri^ 

,.. f'»:,.,«'»"., » 

miirmi* i«-- / iMirt. 

•^ md 

\t i\"u ftfl'ilHtm lii^rMutiiiit^tTUt^k in kg [iro qcm, 

'I <l<!» intuvt:m Itarfihtnmuter <\m Kf^teU in cm, 

Ji 'IJK (tni';li»ff)itifiitri)( '!(;» Mafrriidi« ge)»;n Zug in kg pro qcm, 

rri 4,U If'/.w, 4 <l«ti Hicb^'rii^itMgnid gegen Bruch, 

f^ (In« V*!r)i»llniii der f-'fntiKkflt der NietiiaK'^ü d« des vollen 

I'l*i Illc«lidi'^k<i Anri, ]cAiicii nie gcrin^^r al» 0,7 cm genommen 
W'<rd«ri, A.lKtli Int t» "nrv'afti-r', i>h )(! nach den ürtlicCen BetneDseiniQüssen 
nlii '//itm-hUiH yiiii <f,f trlN M,» (;m und mehr zu machen ist. Notvendig 
)■!: hIii N'tl'^li'T, writi diu \{t;it\iiiauf^ eine Blechdicke unter 1 cm eigibt. 
Kllr ilfiN )''iw|.1{()<"lfjiv«rlililLiiii> kiinii bei Dampfmänteln mit ein-, zwei- und 
dM<lr«lhit(iir n)ii<rlnji|iiiriUNiii»tiitij; (('"W^' werden 

' ' ip- 9,ÖH, 0,70, 0,76. ,., , I, 

hic r'iinlljfkcil. (tili Kii-w^liWiiißhT, als auch mittelst Überlappung ge- 
w^liWrlUlor NftliU< kiiiiii zu 0.7 ilcr FcMigkeit den vollen Bleches in Bech- 
iiiiii(( ({''"■''''<'' wi'nl'in. 

■I. Oll' WiinilHtllrlin kann man auch nncb v. Beiche mit Hilfe der 
HiiFiiiiliiiii l'Viil^lii'llHjtli'li'liiiiig iH'rirhiKiii, <lnr Sicherheit halber hat man 
ithi'i' illc Hiilfl"iu<' IWiii>|inii'liuiif{ di'N KoKNoIblcühes mit 500 kg pro qcm 
niiNiiiK'liiiinii. |)lt< |{i<i'Uiiiiii(( wird diitin mit einer 2 Atm. größeren Dampf- 
ii)iiiiiiiiiiiH iluiH'lmrl'flhrl, td» dii' wirklioh vorhandene größte Überdruck- 
üpuiiiiiitiK liHrll^tl, , , 

lll<' lili'i'Miil' lii'MnKlloli« Oloiduing liiuk<t dann 

" :.'•■' ^j+ ^B 
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§10. ADwead. derZug-u. Druckfestigkeit aaf Rohre m. innerem n. äußerem Dmck. 25 

worin c ^ 3 mm als erfahrungsmäßiger Zuschlag für Schweiß- und weiches 
Flußeisen und Flußslablblech zu gelten hat. Die Materialspannung für 
Flußstahlblech kann mit etwa 700 kg pro qcm zulässig angenommen 
werden. 

3. Die Wandstärke von gußeisernen Dampfzyljndem berechnet man 
nach V. Beiche auch nach der letztgenannten Gleichung, und zwar mit 
einer zulässigen Material Spannung von 130 kg pro qcm. 

Der größte Dampfüberdruck wird bei liegenden Zjlindern um 2 Atm., 
bei stehenden Zylindern, die eine geringere Abnu'izung erfahren, um 1,5 Atm. 
innerhalb der Rechnung vergrößert, ^^, , ^ 

Die Wandstärke wird dann mit ßücksicht auf die wiederholte Nach- 
bohrung beim liegenden Zylinder um 15 mm, beim stehenden dagegen 
nur um 10 mm vei^jößert. 

4. IKe Wandstärken der Dampf- und Pumpen zy linder kann man in 
gewöhnlichen Fällen auch nach den folgenden £rfahruugBgleichui^;en be- 
stimmen : 

Pumpenzylinder: 

J ^ ^ d -|- 1 cnii wenn stehend gegossen 

I . . 29 

d^— d-f- 1,2 cm, wenn Hegend gegossen 1 

Dampfzylinder: 

ij ^ — d -|- 1,3 cm, wenn stehend gegossen 1 

°1 . . 30 

rf = TTT d 4- 1,5 cm, wenn liegend gegossen [ 

c) Rohre mit äufierem Druck. 

1, Werden Rohre von außen auf Druck beansprucht und ist ein 
Flachdrücken oder Einbeulen der Wandung und bei großer Länge eine 
Knickung der Rohre nicht zu befürchten, so kann man sie bei verhältnis- 
mäßig geringen Wandstarken nach der bereits in Abschnitt a aufgestellten 
Gleichung berechnen. An Stelle der Zugbeanspruchung k^ tritt hier die 
durch den Außendruek p, hervorgerufene Druckspannung k^, der liebte 
Durchmesser dj wird durch den Außen durchmesser dg ersetat. Die Glei- 
chung hat dann die Form 

«='5id. 31 

2 kfl 

2. Die Wandstärken der Dampfkesselflammrohre werden auch nach 
der von Bach entwickelten Gleichung 
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26 IL Abschnitt. Zug nnd Dmok. 

'-^('+y^+l^)+- ■ ■ ■ '^ 

beetimmt Hierin bedeutet 

d den inneren Durchmesser des FlammrohreB in cm, 
1 die Länge des Rohres oder die größte Entfernung der wirk- 
samen Versteifungen Toneioander in cm, wobei als soldie 
Versteifungen neben den Stimplatten auch Winkdeisenringe 
mit einem Abstand derselben vom Flammrohre von etwa 2ö 
Iris 30 mm, ferner FlanschvwbindungeD der einielnen Flamm- 
robrschüsse mit zwischengelegten Flacheisenringen und Oalto> 
wayFÖliren darstellen, 
d die Blechdicke in cm, wobei d stets ^ 0,7 cm sein muS, 
p den größten Betriebsüberdruck in kg pro qcm, 
a = 100 für liegende Rohre mit überlappter Längsnaht, 
a ^ 70 „ stehende n ., .. » 

a ^ 80 „ li^iende Rohre mit gelaschter oder geschweißter 

Längsnaht, 
a ^ 50 „ Stehende Rohre mit gelaschter oder geschweißter 

Längsnaht, 
c dnen Zuschlag, der mit entsprechenden Abrundungen zu setzen ist: 
c ^ 0,15 cm, je nachdem p = bis 5 Atm., 
c ^ 0,1 cm, „ „ p = 6 Atm., 

c = 0,05 cm, „ „ P = ' Atm., 
c = cm, „ „ p ?> 7 Atm. 

3. Im übrigen kann man die Wandstärken der auf hohen Außen- 
druck Iteanspruchten Rohre, sofern ein Kin knicken derselben nicht zu 
erwarten ist, auch nach den folgenden Gleichungen von Bach bestimmen, 
die ähnlich den im Abschnitt a für hohen Innendruck aufgeführten Glei- 
chungen lauten. 



33 



2\¥ki— 1,7 p 

d) Hohlkngeln. 

Auch hier hat man Innen- und Außendruck zu unterscheiden. Handelt 
es eich aber um geringe Wandstärken und ist bei Außendruck ein Ein- 
beulen der Hohlkugel nicht zu befürchten, so kann man die Wandstärke 



DigitizedOyGoÜglC 



§ 10. AnwendnDg der Zag. und Dmokfotigkeit auf Hohlkugeln. 27 

— da nur QuerrisBe möglich eind — b« Inaen- als auch im Anflendroek 
genügend genau nach der iai Abschnitt a, 1 dieses Paragraphen aufgestellten 
Oleiohung 



'=U- 



berechnen. 

Bezeichnet daher 

pt den Innendruck in Atm., 

Pa den Außendruck in Atm., 

p, die Zugspannung des Materials, 

kd II Druckspannung des „ 

dl den lichten DurchmesBer der Hohlkugel, 

da „ äußeren „ „ „ 

so ergibt sich, unter Beachtung des in Abschnit a, 2 ang^bent 

fahrungemäSigen Zuschlags c, die Wandstärke d 
1. bei Innendruck zu 



2. bei Außendruck z 



''--/t'+- 



(Ig=-|^d. + c 36 

3. Bei verhältnlBmäSig großen Wandstärken kann man ku deren 
Bestimmung die folgenden, toq Bach aufgestellten Gleichungen benutzen, 

1. für Innendruck: 

_l/-j/k, + 0,4p, \ 

Möglich aind hieriQ nur solche Verhältnisse, wofür 
PI <öjg oder &< 1,54 i.t. 

2. für Außendruck: 

''■ - ■''l/Tm-kr-^aii,"- T)i^>Jkf:^i»J.- 
^=i<^-^"=l(-'l/k==^-^') 



2 \ ^ k, — l,Oi 



Diai.zodBjGoogle 



IIL Abaclinitt. SchaK 



■ solche Verhältnisse möglich sind, wei 



Dritter Abschnitt. 

Schub. 



§ 11. Allgemeines über Schub- oder Scherfestigkeit. 

1, SchiebuBg: oder Gleitun^. 

Ist ein Körper, nie Fig. 30 zeigt, eingespannt und wird er an seinem 

freien Teile von der Seite, d. h. senkrecht zu seiner geometrischen Achse, 

durch eine gleichmäßig verteilte Kraft P 

beansprucht, so wird er an der Be- 




Fig. 30. 



geschoben oder abgeschert Bevor jedoch 
eine Abscherung eintritt, wird eine mehr 
oder weniger große gegenseitige Ver- 
schiebung der Querschnittselemente ein- 
treten, die in ähnlicher Welse — wie 
bei Zug und Druck — eine Dehnung 
zur Folge haben wird. 
Um nun einen B^iff von der Verschiebung zu erhalten, denke 
i sich in Fig. 31 einen Würfel an seiner untersten Fläche fest ein- 
gespannt und mit einer in der oberen 
Fläche wirkenden, gleiclunäßig verteilten 
Kraft P beansprucht, so wird sich die 
obere Fläche ADEF nach AiDiE^F, 
verschieben, wobei der ursprünglich rechte 
Winkel ABC um den spitzen Winkel 
ABAj ^ ■^y verkleinert wird. 

Diese Winkeländerung ist aber be- 
stimmt durch 

ÄÄ, 




Fig. 31. 



AB 
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32 die 
so gibt 



.AA, 



'ta 



( 



« 



i'a, 



i- 



J 



wofür unter der Voraussetzung, daß es sich nur um kleine Änderungen 
handelt, 

ÄÄ, 

gesetzt werden kana, wobei ^ ir 
maß zu messen ist. 

Wird nun nach Fig, 
Würfelaeite AB ;= 1 gesetzt, 
der Quotient 

. _ ÄZ, _ AT, 

^~ AB ~ 1 

aber auch zugleich die Verschiebung 

an, welche die obere Fläche gegenüber 

der unteren, unter der vorher genannten 

Beanspruchung, erfährt. Aus diesem 

Grunde wird die Änderung y des ursprünglich rechten Winkels anch als 
spezifische Verschiebung oder kürzer als Schiebung oder Gleitung bezeichnet. 

2. Schubspananng. 

Der Torher (in Fig. 32) genannt« und der Betrachtung unterzogene 
Würfel sei jetzt ein Bestandt«il des in Fig. 33 dargestellten festen Körpers, 



F«. 32. 




i^^ioogle 



30 ni. AbBOhnitt. Bohub. 

und es oelune dieser Würfel unter der obeo in Fig. 30 Toraiugesetzten 
Rraftein Wirkung die bereits beschriebene VerEchiebung an, so versteht man 
unter der Scbubepannung diejenige Kraft, mit der sich die in der oberen 
Würfelfläche ADEF anschließenden Körperteile (Moleküle), infolge ihrer 
durch die Kohasion bedingten inneren Festigkeit, der genannten Verschie- 
bung bis zur Lage A[D,E,Fj widersetzen, oder, mit anderen Worten ge-" 
sagt, man versteht unter der Schubspannung eines Körpers diejenige Kraft 
in kg, die, in Richtung des Querschnittes angreifend, auf 1 qcm oder 
1 qmm desselben einwirkt. 

Die Schubspannung unterscheidet sich daher von der in § 1, Abs. 2 
genannten Iformalspannung dadurch, daß die erstere Kraftrichtung in die 
Querschnittaebene hineinfällt, während die letztere senkrecht lum Quer- 
schnitt gerichtet ist. 

§ 12. Die Schub- oder Scherfestigkeit. 

Wie im g 11, Abs. 1 bweite gesagt, liegt «ne Inanspruchnahme 
eines Körpers auf 8<^ub vor, sobald er von äaex äußren, gkächroääig 
verteilten Kraft senkrecht zur Achaeurichtung beansprucht wird, die, wie 
bierseUtat »weiternd hinzugefügt sein soll, durch eine gleichgroße Gegen- 
kraft ersetzt werden kann, doren Aichtung mit der gefährlidien Quer- 
Bchnitttrichtung nisanuBenAllt. 

Erfüllt erscheint die letzte Voraussetzung beispielsweise nur m dem 
Augenblick, wo die in Fig. 34 dargestellten Scherblätter einer Metall- 
schere gerade das zu 
schneidende Werkstück 
berühren. In der Praxis 
trifft jedoch auch dieses 
nicht zu, weil die Schnitt- 
flächen einer Schere nie- 
mals genau in eine 
Ebene fallen können, 
sondern in mehr oder 
weniger geringer Eatfer- 
pjg^ 34^ I'ig_ 35_ nungonainandervorüber- 

gleiten. Dadurch ei^bt 
sich aber schon bei Beginn des Schneidens neben der Schubbeanapruchung 
auch noch eine Beanspruchung auf Biegung, die nun um so größer wird, 
je tiefer die beiden Scherblätter, s. Fig. 36, in das Material eindringen. 

Aus vorstehendem ist daher genügend ersichtlich, daß praktisch 
niemals eine Schubinanspruchnahme allein auftreten kann, sondern daß sie 
stets von einer Biegungsanstrengung begleitet sein wird, die aber ihrer 
Geringfügigkeit wegen in den meisten Fällen vernachlässigt werden kann. 
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§ 12 a. 13. Die SchnbfeB^eit. Schubkocffiiirat. SchubelaatiEiCfitemodiiL 31 

Daraus ergibt sich aber auch noch wdter die Tatsaobes daS die im 
§ 11, Abs. 2 definiene, im gefäfarBchen Querachcitt« auftretende Sduib-- 
epannnng nicht in allen Querschnittseinheiteii die glöche sein wird, soodflm 
Terachiedene Werte haben muss. 

In der Folge sei jedoch angenommen, daß die genannte Schub- 
spannung — bei dcx in gleicher Weise, so wie es b^ der in g 2 genannten 
Normalspannnng der Fall war, eine Bruch-, Elastizitäts- und praktisch 
zulässige Spannung zu unterBcheiden ist — für jede Querschnittsei uheit 
deoselbea Wert habe. Bezeichnet man die konstant bleibende Span- 
nung bis zur Bruchgrenze mit s,, bis zur Elastizitätsgrenze mit t und bis 
zur praktisch zulfiesigen Grenze mit k« so ergibt sich das der Schub- oder 
Scherfestigkeit lugrunde liegende Ciesetz auf gleiche Art, wie bei der im 
§ 2 aufgeführten Zug- und Druckfestigkeit, nämlich 

pBr^f-s«> bis zufn Bruch, | 

Pe = f . T, „ zur Traggrenze, | 40 

P ^ f , k|, '„ zur praktisch zuläss^en Grenze, t 

wobei wieder zwischen den Spannungen die Begehungen bestehen 



! und k, = 



41 



sofern m ujrd fi die Sicherheitskoefflzienten bezeichnen. Für k, gilt auch 
noch das im § 3 für k^ und ka Gesagte. 

§ 13. Fortsetzung des Paragraphen 11. 

1. Scha1>koefnzfeiit. SehnhelaatizitiUsmodBl. 

Wie im g 11, Abs. 1 gesagt, verschieben sich die Querschnitte eines 
Körpers gegenseitig, sobald er auf Schub beansprucht wird. 

Wird nun, wie Fig. 36 zeigt, beispiela weise ein Würfel von der 
Eantenlänge 1 cm oder 1 mm mit 1 kg auf Abschenuig beansprucht. 
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Fig. 36. 



Fig. 37. 



SO verschielMi sich die obere Flät^ gegenüber der unteren am die Strecke ß, 
die man als den Bchubkoeffizienten bez^hnet hat Dweet Koeffizient 
stallt ebenso, wie der Debnungekoeffizient bei Zug und Druck, eine für 
jedes Hatoial durch Versuch zu ermittebde Erfafarasgsuhl dat. 
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Sß in. Abschnitt. Schub. 

Wird nun derselbe Würfel, wie Fig. 37 zeigte nicht aar mit 1 kg, 
sondern mit t kg auf Abacherung beansprucht, so verschieben sich die im 
Abstände 1 Toneinander entfernten Flächen um die Strecke y, die nach 
§ 11, Abs. 1 die Schiebung darstellt Sie bildet nun in der Form 

y = ß.T 42 

^ne mit dem im § 3 genannten Hookeschen Gesetz übereinstimmende 
Gleichung. 

Besitzen die beiden mit t kg beanspruchten Flachenelemente des 
Torbenannten Körpers einen Abstand von 1 cm oder 1 mm, so ergibt sich 
nach Fig. 36, unt«r der Annahme, daß die 



->^ 



s^ 



Fig. 3B. 



-P' 



^ Schiebung y innerhalb eines gewissen Span- 

j nungsgebietes an allen Stellen des Körpers 

; konstant ist, eine gesamte Verschiebung 

/ X = y.l. 

/ Setzt man in diese Qldchung den 

/ obigen Wert für y und für x den Wert aus 

/ P 

; §12, nämlich x ^ ^ ein, so ei^bt sich die 

Elastizitätsgleichung gegen Schub zu 



i = y .l-^ßT.l = 



'f 



■1 = , 



worin f den Querschnitt eines mit der Kraft P 
auf Schub beanspruchten Körpers bezeichnet, 

dessen Länge 1 beträgt. Löst man die letzl^nannte Gleichung nach P 

auf und setzt jl ^ 1 und f = 1, so ergibt sich 
^_lt_l.l 



= G 
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Die Kraft G bezeichnet den in der Technik allgemein bekannten 
SchubelaatizitätsmoduL 

Im übrigen sei hier noch auf die Übereinstimmung der vorstehenden 
Gleichungen mit den im g 3 für Zug und Druck genannten aufmerksam 
gemacht. 

2. Paarweises Auftreten der Scbubspannun^ii. 

Infolge der im § H, Abs. 1 auftretenden Schiebung, der, um das 
Gl^chgewicbt zu erhalten, eine entsprechende Gegenwirkung von seilen der 
Nachbarelemente zur Seite treten muß, tritt nunmehr die Frage auf, wie 
sich die bezüglichen Beanspruchungen auf die Naehbarelemente verteilen, 
bezw. unter welchen Bedingungen Gleichgewicht hergestellt wird. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns ein unendlich kleines Parallel- 
epiped aus einem auf Schub beanspruchten Kör3)er herausgeschnitten, das 
in der Fig. 39 zur Darstellung gebracht worden ist. Alle inneren Kräfte, 
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g 13. Paarweises Auftreten der SchubapsDcnngen. 33 

welche auf die das Körperelement begreuzendeo Bchnittilaoheii virken, 
können hierbei als äußere Kräfle aufgefaßt werden, die in Verbindung 
mit den auf die Masse wirkenden Kräften im Gleichgewicht stehen, so dafi 
auch unter anderem daa GeeamtmomeDt für eine belletnge Schwerpunkts- 
achee, i. B. die Achae A — B, den Wert Null erhallen mufi. 

Da man nun die auf die 6 Begrenzungsebenen des Eörperelement«B 
entfallenden Kräfte sich in den einzelnen Schwerpunkten der Flächen 
wirkend vorstellen kann, so ist aus der Figur zur Gonuge emchtlich, daß 

1. die senkrecht auf die 6 Begrenzungsflächen wirkenden Kräfte, die 
Normalspannungen entsprechen, nichts zu einem zur Schiebung 
des Körpers notwendig gehörenden Drehmomente beitragen, da sie 
entweder — wie bei den Flächen fg und f^ — in die Achsen- 
ricfatung A — B fallen oder — wie bei den Flächen f^ fg ^ und fg 
— die Achse A— B schneiden und somit keinen Hebelarm, woran 
die fraglichen Kräfte angreifen könnten, eichen, 

2. Von den innerhalb der Flächenelemente gelegenen, d. h. in der 
Richtung derselben wirkenden Kräften kommen aber auch die 
Flächen f, und f^ zur Momentenbildung nicht in Frage, weil diese 
Kräfte ebenfalls die Achse A — B schneiden. 

3. Da nun aber auch der Schwerpunkt 8 des Körpers auf d^.,^.^se 
A — B li^t, so tr^en auch die Massen ktäfte nichts zuf^ildung 
eines Momentes bei. A X 

. Für die Bildung des fraglichen Momentes komtten demnach nur 



die in der Richtung der 4 Flächen 



noch die Kräfte in Frage 
f^ fg und fj f, wirken. 
Zerlegt man nun aber 
diese Kräfte parallel 
und senkrecht zur Achse 
A — B, so tragen auch 
die parallel zur Achse 
A — B gerichteten Kom- 
ponenten nach dem 
unter 1 Gesagten nichts 
zum Momente hei, so 
da@ nur noch die aus 
der Figur zu ersehenden 
senkrecht zur Achse ge- 
richteten Komponente! 
Ti und Tj, bezw. x,' und Tg als wirkende Kräfte übrig blähen. 
Diese Kräfte ergeben sich nach Fig. 39 zu 
P, =L.v, =ab.T„ 
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m. AbioliDitt. !<diub. 

Pi' = fi . %^' = ab . vj_' = ab (r, + J^), 
Pj' = 4 . «,' = ac . Ig' = ac (tj + ^a), 
die, wie Fig. 40 zeigt, folgende Momente hervorrufen 

M,=P,^, M. = P,^, 



M,' = P,' 



M,' = 



Da nun, um Gleichgewicht zu erhalten, die Summe dieser Momente, 
belogen auf die Achee A — B, {j^eich Null sein muß, so ei^bt sich die Gleich- 
ge w ichtebedingung 

M, — a^ -I- Mj' — M,' = 

o<i«P.|-P.| + P.'|-P.'^=0 



-"«.ö+«'>(»i + 4)« 



-ac(r, + 4,)- = < 
- abCi^j = 



4 



abT, - 

abcTi — abcjTg -|- aber, -|- abc^, — abciTg - 

Vi — T( -|- Xi + i/i — Xg — ^g = 
2xi — 2t, -{-Ji — Jg — 0. 

YwnachUsaigt man nun noch die unendlich 
' kleinen Kräfte ^, und ^,, deren Differenz ja auch 

unendlich klein ist, so ergibt sich 
2^1 = 2ts, 

woraus x, ^ Xg 45 

folgt. 

DieseB Keaultat besagt, daß die Schubspau- 
nungen niemals einzeln, sondern immer paarweise 
so auftreten, daß sie senkrecht zueinander gerichtet 
und gleichgroß sind. 

Hi^nach läßt sich folgender Lehrsatz aus- 
sprechen : 

Ijeg^ man innerhalb ^nes Körpers zwei ein- 
ander senkrecht schneidende Ebenen, so sind die 
Schubspanaungen für zwei Flächenelemente der 
beiden Ebenen, die zu einem Punkte ihrer Schnitte 
geraden gehören, senkrecht zu dieser, einander 
gleicb und entweder beide nach der Schnittgeraden hin gerichtet oder 
beide tod ihr abgewandt. 

3. Schlebiingen nnd Dehnangen. 

Um einen Zusammenhang zwischen der Verschiebung der Fasern 
und der dadurch veranlaßCen Dehnui^ zu erreichen, sm, unter Bezugnahme 
auf § 1, Abs. 3, zunächst darauf aufmerksam gemacht, daß auch bei Be- 



Pig. 40. 
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§ 13. Schiebungen und DehnnngeD. 36 

anspruchungen auf Schub, in analoger Weise wie beim Zug und Druck, 
die Elastizitätsgrenze uicht überschritten werden darf. 

Zur Veranschaulichung des genannten Zusammenhanges diene Fig. 41 
la derselben sei 
ein dem auf Schub 

beau Spruch ten 
Körper zugehören- 
des Farallelepiped 
aus der ursprüng- 
lichen L^e ABCD 

in die Lage 
AiBCD, verscho- 
ben worden. Hier- 
bei hat die Dia- 
gonale 1 eine Ver- 
längerung, bezw. 
Dehnung um die 
Strecke k erfahren, 
so daiä die neue 
Diagonale 1, nach der Verachiebung 

li=l + A 
beträgt, woraus sich dann 



ei^bt. 

Die Strecke X hat sich, 
daiä mit der neuen Dia- 
gonale Ij =: BDt ron B 
aus ein Kreisbc^n be« 
schrieben worden ist, der 
die verlängerte ursprüng- 
liche Diagonale 1 .^ B D 
im Punkte F schneidet 
Da nun die Strecke FDj 
sehr klein ist, so kann 
da-t Dreieck DFDj als 
ein rechtwinkliges Drei- 
eck angesehen werden, 
woraus dann folgt: 
l = DDi . cos q>. 



wie Fig. 42 zeigt, konstruktiv so ergeben, 




Fig. 43. 



Aus dem rechtwinkligen Dreiecke BCD ergibt ueh ferner 
CD 
Biny' 



1 = 
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woraw « := folgt 

Hftm- man in diMe OI«Khnng die Werte für i. nad i ein, so agB» 
nifth di« Ftehnong e za: 

I)I>, .CO«« DD, 



DD, 1 . „ 

„^ '. .am 2«. 
CD ^ *^ 

WratCT erfnibt sieh am dem rechlwinkl^eD Dreiecke CDD^ die 
Hchhhang y nach 9 11. Abs. 1 zo 

DD, 

m (lall dieser Wtüt, in die Tonlebende Gleicbnng ODgefährt, 
e«./.-g.«in29P = -/9in2y 

Die Dehnung t erreicht nun für q>=^ — =^it'', womit die qua- 

(Iratlnnhe Form den vorliegenden rechteckigen Körpers bedingt ist, seinen 
Krr>01en Wert 

«a«=2?«in2.450 = |7.1=|7 .... 46 

Die üweit« Diagonale AC des quadratischen Querschnittes erföhrt 
hinriml gloiohzeitig den kleinsten Dehnunganert, bezw. den größten Wert 
der ZuNBminendrückung in dem Ausdrucke 



«mlii= — ;;7Mn.2.45«=— -y 



NU. Diu Gleichung „«„« = ,, y, woraus „J ^ 2 «„„ folgt", betagt^ 

ilnli) iler KulAssige Bell ii^bungs wert y höchstens doppelt so groß sein darf 
alfl ilio Dwh flußorxt sul&Hsige Dehnung Cmix- 

KUhrt niiin nun nm^h in die letzte Gleichung die zulässige Zug- 
s))nniimig iindi dem in § 3 nufgoführten Hookeschen Gesetze 

') pin(c. + ^l-»iiio.oo«,J + oo8«.BinA 
nin (o f fl) := sin a . aos <■ + oos a . ain o. 
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imd Dach dem gleichen G^eeetz aus 
die mläsBige Schubapannung ein, 



13 



o ergibt sich 
oder j?.k,^2ak.. 



folgt 

Dieser letzte Ausdruck setzt allerdings voraus, daß das vorgelegte 
Material isotrop ist und daß die Dehsunge- und Schubkoeffirienten a und 
ß als konstant angesehen werden können. 

4. Beziehung zwischen Dehnungs- und Schabkoeffizienten. 

Auf den in Fig. 43 dargestellten Würfel von d«r Seitenlänge s = 1 
wirke eine Normalspannung a ein; hierdurch wird der Würfel in das 
in Fig. 44 dat^estellte Parallelepiped über- 
gehen, wobei, wie bereite in § 1, Abs. 1 ts 
und g 7 gesagt, sieb die Eörpersdten in \ S 
der Kraftricbtung ausdehnen, senkrecht 
dag^n verkürzen. 

Die ursprungliche Würfelseite AB ^ a 
wird hierbei um e verlängert, so daß 
AjB, ^8-)-e=l -|-e beträgt ; die an- 
dere Würfelseite AD = 1 verkürzt sich 



i 



luerbei um 

gewordene Seite AjD, = 



— , so daß die kürzer 



n; 



■uc 






Fig. ' 



Beim Würfel schlössen die beiden Diagonalebenen AC und BD 
einen rechten Winkel dn, der sich unter der Krafteio Wirkung a um den 
Winkel y geändert hat. Dieser Winkeländerung entspricht eine Verschie- 
bung, beispielsweise des Punktes A der Diagonalebene AC, gegenüber der 
anderen Diagonalebene BD von 

- FM 

_ 'fr = .=^, 

wobei AjF senkrecht FM gerichtet ist 

Die sämtlichen Fasern im Innern des Würfels sind also bis zur 
vollständigen Querkootraktiou verschoben ; die Yerachiebungen der Fasern 
unt«r sieb sind aber ganz verschieden. 
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38 ni. Ahaohniu. Schob. - - 

Baa mittlere Maß der Versoliiebiuigen kann nun in die Diagonal- 
ebene BDEG verlegt gedacht werden, die mit der Würfeleeite den Winkel 

y ^ 45 " ^ — einschlielät. Itifo^e der 

Ausdehnung aber ist dieser Winkel um 

'— -kleiner geworden, sofern man daran 

denkt, daß die Verschiebung y sich auf 
den Diagonalrichtungsninkel von 90." be- 
u^n hat Es hat deshalb der Winkel 9), 
den Wert 

f^=f-\='^''-\—^-\ 

Da nun nach Fig. 44 
1. tgy^ = - tL.- oder, die obigen 
Werte eingesetzt, 

I ^ 1-- 






-ti 



s 

Fig. 44. 



und nach einem brigonometrischen Satze *) 



••^fi-l) 



-*i 



ist, so folgt aus diesen beiden Gleichungen 



ZihUr 


tg(«- 
nnd Neu 


Der mit 
sinac 


(«-^) Bi 
\fl - ^1 CO 

cosa.eoM' 
Si?-C08«a 


diyi 


OB ^-1- Bin 
diert, gibt 

_ tgo- 

— r+tg 


a . sin )} 


t«( 




oaocos,* 






coeac< 


8^ + Binaai 


in^ 






sin a CD 


08 a COB J? 


n^ 






coBac 


9ß coBac 


B,J 


tg^ 




coeac 
cos nee 


s^ ainasin^ 
B>''""coa«co8jS 


..tg^- 
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j 13. BeziehoDg urischen DehnangB- oud SohobkoeffizienteD. 



woraus man 1 1 — ^ ) (1 + e) = 

oder i + e_|_|.e = 



-äi 



1 + ^ 



B —l,e=2.'^-'~—-.^ 

erhält Vernachlässigt man noch die durch die Produkte ^ . e und ~ . — 
dai^;esteUten , unendlich kleinen Werte, so ergibt sich in dem Äusdiucke 



woraus y =: e -] = - 

folgt, eine Gleichung, die eine 
allgemeine Beziehung der Ab- 
häagigkeit zwischen einer Ver- 
schiebung und Dehnung darstellt. 

Wird nun weiter, wie Fig. 46 T 
zeigt, der oben genannte Würfel : 
in der Diagonal ebene BD aus- I 
einander geschnitten, so ist, im i 
Interesse des Gleichgewicbtszu- '^ 
Standes, eine auf die Diagonal- ^ 
ebene wirkende Normalspannung | 
0)1, des^eichen dne in der Rieh- I 
tung der Diagonale wirkende L. 
Schubspannung r anzubringen, 
mit deren Hilfe sich die beiden 
Oleichge wichtsbedin gungeu 
1. ffi + ffa ^ ff, 




Fig. 46. 



ergeben. Die Spannungen a^ und a^ entwickeln sich aus den gleich- 
schenkligen Dreiecken zu 

(f,o.)' = (f,<r,)> + (f,o,)" = 2(f,.,)', 
woraus 

„ _l/('.»o)' <ü». a.l.g. V¥.a, 
"' y 2f/~l,y2'~i'-V2 - V2 ~ ' 



und 
woraus 



('.!)' = (fi<>i)' + (f,a,)'= 2((,o,)>, 



2V~'.y2~l'-V2 ~ ^ ' 



folgt 
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40 m. Abwimitt. Sohab. 

Setzt man die Werte in die Gleichgewicbtebedingungea ein, bo 
erhält man «ne Beziehung zwischen der Sdiub- und Nonnalapannung, 
nämlich 

1. «0 + T = B, 

2. aa — T = 0, 



woraus 20^ =o 

und ffg =- folgt 

Da nun a^ ^% ist, 

BO ist auch X =-, 

Dieses Spannungsverhältnis in die im g 3 und § 13, Abs. 1 auf- 
geführten ElaetJzttätsgleicbuDgen 

e ^ Off) bezv. y =ßt eingeführt, gibt 

1^,^1 = 1.1. 

Setzt mau in diesem Ausdrucke noch den Wert für y aus der 
Ol^cbung 49 ein, so erhält man In der folgenden Gleichung eine Be- 
üehui^ zwischen dem Schub- und Dehuungskoeffizieuten, nämlich 

m_-fl 





m 


- = -.-, woraus sich '-^ . 

°ß 2"+'« °. 


2o = |ä 




? 


ergibt. 


p - „ " ■ • 





Da nun die Konstante m nach g 7 eine erfahrungsmäSig zwischen 
3 und 4 liegende Zahl bedeutet, so bestimmt sich der Schubkoef- 
fizient ß zu 

/? = 2^tia bis 2^4^a 



„ = 2,67a „ 2,6 a 
und der Dehnungskoeffizient a zu 



„ = 0,375,? bis 0,4ß. I 
Bestimmt man außerdem noch aus der letzten Gleichung das Ver- 
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§ 13 D. 14. Btniehang zwisehen DehnuDg«- und Schabkoeffiiientea. Btegang. 41 

hältDie — und führt es in die im ÄWtz 3 des vorliegenden Paragraphen 

ß 
entwickelte Gleichung 48 ein, so erhält maa 



und t.^2-k.^2^^_^;-i-yk.^5 



woraua für m ^ 3 



^t, bi» 



~<i^-^-'l^- 64 

.. < 0,75 k^ bis 0,8 k, I 
folgt. Dieses Verhältnis ist nun der im § 12 genannten Schubfeatigkeits- 
rechnung zugrunde zu legen. Am meisten verwendet man bei praktischen 
Cechnungen 

k, = 0,8h, 66 



Vierter Abschnitt. 

Biegung. 

L§ 14. Die Biegungsfestigkeit. 

1. Vorgang beim Biegen. Bestimmung des Grundgesetzes. 
Tr&gheits- und Widerstandsmoment. 

Wird nach Fig. 46 ein prismatischer Körper, z. B. ein Balken oder 
dei^leichen, mit dem einen Gnde fest eingespannt, während das andere 
Ende durch eine Kraft P belastet ist, so wird der Balken, wie Fig. 47 
zeigt, eine Bi^ung erfahren, wobei die oberen Fasern des Balkens eine 
Verlängerung, die unteren Fasern dag^en eine Verkürzung erleiden. 

Den Verlängerungen entsprechen Zug-, den Verkürzungen Druck- 
spannungen, die in den äußeren Fasern am größten sind, woselbst auch 
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42 IV. Abschnitt BisguDg. 

die gröfiten Dehnungen auftreteD. Nach dem inneren Teile des Balkens 
zu nehmen die Dehnungen immer mehr ab, bis schließlich eine Faser- 
Schicht NN kommt, die weder verlängert noch Terküizt, sondern nur ge- 
bogen ist. Diese Schicht nennt man die neutrale Fflserschicht, in der veder 
Zug- noch Druckspannung herrecht. 

Jeder durch den Körper gel^e Querschnitt schneidet die neutrale 
Faserschicht in einer Linie NN, welche die neutrale Achse des Quer- 
schnittes genannt wird. 

Ein in der Längsrichtung des Balkens und zvar in lUchtung der 
Biegungsebene ausgeführter Schnitt schneidet die neutrale Faserschicht 
NN in einer Linie, die als elastische Linie bezeichnet irird. Die Gcestalt 
dieser Linie ist fOr das Maß 
der Durchbiegung des Balkens be- 
stimmend. m!^%^ \i 




Für die weitere Betrachtung sei nach Fig. 46 für einen beliebigen, im 
Abstände x vom freien Ende des Balkens aus gelegenen Querschnitt AB 

das sogenannte biegende oder äußere Moment, dem, sofern der Balken 
nicht zerstört werden soll, die im besagten Quei«chnitte auftretenden Mo- 
mente der Zug- und Druckspannungen genügend Widerstand leisten müssen. 
Werden nun die letzten Momente — die mit m^ , m^, m,, .... 
für Zug, mit mi, mn, mm etc. für Druck bezeichnet sein mögen — 
innere Momente genannt, so ei^ibt sich die Gleichgewichts bedingung 
zwischen dem äußeren Momente M, ^ F x und den inneren Momenten zu 
Mi^m^-l-mg + m, -|- +mi + mu + mni4- 

n [n] 

„ ^ 5m + 5m . 

Für die aus Fig. 48 ersichtlichen Faserschichten f , , fg , fg etc. auf 
der Zugseite und fj, fn, fui etc. auf der Dmchseite, in denen die Zug- 
spannungen k(, kg, kg etc., bezw. Druckspannungen k[, k|i, km etc. auf- 
treten, ei^ben sich die zugehOTigen Momente 
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) 14. BeBÜiniaaDg dra Grundgesetsea der Biegungsfeitigkeit. 



1. für Zug: 



2. für Draek; 
mi =pi .tit =U kl -Vi 
mi =Pa -Vn = hl kji . 1)11 
iiiii = piu ■ Viii ^= *iii ^in ■ ^iii 



a = fnK 



+ f S kg 1)3 + 



in[nj = P[„| . l?[r] = f[n] ^C»] ■ 



.2m = f, kl 1)1 + fii kii ))a + 




Fig. 48. 



Werden diese Werte in die oben genannte Grleichgenichtsbedinguug 
eii^Betzt, 80 ergibt sich 

Mx = f, k, ,;, + f j kj ^ä + fj kj 1)8 + + 

+ fi kl 1)1 + fu kn i)n + hn km 1)111 + 

Da nim weiter nach § 3 Proportionalitgt zwischen Dehnung e, bezw. 
VerlängeruDg oder Verkürzung l, und Spannung besteht, femer die auB 
Fig. 4tl ersichtlichen Formänderungsdreiecke ähnhch sind, so folgt, bei Be- 
zeichnung der in der oberen Faeer herrschenden zulässigen größten Zug- 
spannung mit kj und der in der untersten Faser auftretenden Druck- 
spannung kd. 
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auf der Zugseite; 


1. J,:J, = k,;k. 

2. J,iJ, = .,,:e, 


woraus man 


k,:k. = i,,,e, 


oder 
eihilt 


1, t-li 



IV. Absohnitt. Biegung. 






k,:k.: 






k. = % 
_k.->(: 



Auf der Dnickseite ergibt sich in gl^cber Weise 

kt^ !-, kii^ , Km^ - etc. 

^ H ^ 

Die Spann ungB werte, in die Gleichung für M^ eingeführt, geben 



-U-^m-\-fii-^-na^ini-f-nm+ 

.. =^(fiV+*iV+f,y+ ) + 

»1 1 ßj J 

Der Ausdruck 21 jj*, d. h. die Summe aller Produkte aus. den Faser- 
querschnitten und den Quadraten ihrer Abstände von der neutralen Achse, 
wird das Trägheilsmoment des Querschnittes genannt, das in der Folge 
mit bezeichnet werden soll. 

Mit dieser Bezeichnung lautet dann die all^meine, d. h. für 
jedes Material gültige Biegun^glei(;hung : 

Mi=:^0i-l-!^03 66 

e, ej 

Kaun nun die zulässige Zug- oder Druckspannung — so wie es 
bei den zumeist aus Schmiedeeisen oder Stahl hergestellten Maschinen- und 
Eisen-Konstruktion steilen annähernd der Fall ist — als gleichgroß ange- 
sehen werden und wird hierbei immer mit der ungünstigsten Spannung 
gerechnet, die stets die Zugspannung sein wird, so folgt, wenn k], diese 
Spannung bezeichnet, 

Mi-kJ|i-f-^)=kh(W. + W,), .... 57 

worin Wj das sc^nannte Widerstandsmoment des Querschnittes auf der 
Zugseite, W, das Widerstandsmoment auf der Drucliaeite bedeutet. 

Bezeichnet nun noch „W ^ W, -\- Wj" das Widerstandsmoment des 
ganzen Querschnittes, bezogen auf die neutrale Achse NN, so ergibt sich 
die das ärundg:esetz der Biegungsfestigkeit darstellende Gleichung 



DigitizedOyGoÜglC 



% 14. Tragheite- und Widentandimoment. Ijige der Deutnilen Achse. 45 

M, = kb.W=kb®, 68 

worin e die Entfernung der äußersten, am meisten l>eanBpnicbten Faser 
darstellt. 

In Worten lautet das Grundgesetz: 

Für jeden Quersclinitt eines gebogenen Körpers besteht zwischen den 
äußeren und inneren Kräften Gleichgewicht, wenn die algebrmsche Summe 
der Momente aller äußeren Eräfl«, bezogen auf die neutrale Achse des 
QuerschnitteH , gleich ist dem Produkte aus der größten Spannung und 
dem Widerstandsmomente des Querachnittee. 

Das Trägheitsmoment und somit auch das Widerstandsmoment läßt 
sich für alle mathematisch bestimmten Querschnitte ermitteln. 

Das Grundgesetz dient 

1. in der Form: M^Wk, zur Ermittelung der Tragkraft eines ge- 
gebenen Körpers, 

2. in der Form: W= -r, zur Ermittelung der Dimensionen eines 
Körpers für eine gegebene Belastung und 

3. in der Form: k =^^, zur Bestimmung der größten In einem ge- 
gebenen Körper auftretenden zulässigen Spannung, bei Bekannt 
sein der Belastung. 

NB. Im allgemeinen fällt der Wert W verschieden aus, je nachdem 
man das Trägheitsmoment @ durch den Abstand e^ der am meisten ge- 
zogenen Faser oder durch den Abstand e^ der am meisten gedrückten 
Faser teilt. 

Demzufolge bat man auch von jedem Querschnitte zwei Widerstands- 
momente zu unterscheiden, bei deren Benutzung dann auch die zulässige 
Zug- oder Druckspannung einzusetzen ist. Der kleinste auf diese Wtase 

@ & 

erhaltene Wert zwischen „ — k. = W, k, und — kj = W.kd" ist bei hierauf 

% H 

bezüglichen Rechnungen zu verwenden. 

2. Lage der neutralen Achse. 

Damit die voriier genannten Abstände Cj und e^ bei jedem Quer- 
schnitte bestammt werden können, ist die Kenntnis der genauen Lage d» 
neutralen Achse nötig. Diese Achse wird sich nun bei der Biegung offen- 
bar ganz von selbst so legen, daß die Summe aller Zugkräfte auf der 
einen Seite gleich der Summe aller Druckkräfte auf der anderen Seite ist 
oder, mit bezug auf die Fig. 48 und 49, daß die algebraische Summe 
der auf den Querschnitt A B wirkenden Kräfte gleich Null wird. 
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46 IV, Abtchnitt. Biegung, 

n [n] 

Also ^ p — ,^ p = oder kürzer 

:5p -0. 

Da nun aber nach Fig. 48 eine beliebige Faserkraft, z. B. p, , den 

kn, 
Wert f, kj hat, und andererseits k, = — — war, so ergibt sich die Summe 

der Faserkräfte zu 

e e ' 
Da femer der Wert — — weil vom Material und Querschnitt ab- 
hängig — niemals Null sein kann, so muß 

sein, d. h. die Summe der statischen Moment« in bezug auf die neutrale 

Achse muß gleich Hüll sein, was aber die Bedingung dafür ist, daß die 

neutrale Achse — weil der 

tn Querschnitt, darauf bezogen, 

1 1 im Gleichgewicht sein soll 

[* — durch den Schwerpunkt 

f* des Querschnittes hindurch 

'StJT^ Sj^ geht. 

'"''^lar t \ Hieraus ist zur Ge- 

— J9, >^M^ \ nügs ersichdich, daß das 

*^ 7^>y^^ I Material auf die Lage der 

6t neutralen Achse keinen Ein- 

Flg. 49. fluiä hat, sie also nur ganz 

allein von der Form des 
Querschnittes und der Art der Belastung abhängt. Teilt z. B., wie 
in der vorstehenden Betrachtung angenommen worden ist, die Kraft- 
et)ene einen Querschnitt symmetrisch, so steht die neutrale Achse senk- 
recht zur Kraftobene, 

3. Durchbiegung des auf Biegung beanspruchten Köders. 
Krümmungshalbmesser. Elastische Linie. 



Zur Beurteilung des Materials und zur Kontrolle der sub 1 zu be- 
rechnenden Dimensionen ist es von besonderer Wichtigkeit zu wissen, welche 
Krümmung oder Durchbiegung ein durch äußere Kraftein Wirkung auf 
Biegung beanspruchter Balken erfährt, um danach die Dehnung, bezw. die 
Verlängerung oder Verkürzung der oben genannten Fasern beurteilen zu 
können, damit die Maatizität nicht überschritten wird. 

Bezeichnet in Fig. 50, 1, den Abstand der beiden im unbelasteten 
Zustande parallel angenommenen Querschnitte AB und AjB^, so wird sich 
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14. Durchbi«^aog. Krümm DDgBhalbm«Baer. Elsstiache Linie. 



47 



iiiMge der BeUafting des Körpers der Querschnitt AjBj aus der parallelen 
in die geneigte Richtung A*B> einstdllen und mit der Richtung AB den 
Winkel ^ einschließen. Während sich hierbei die oberen Fasern ver- 
längert, die unteren dagegen Terkürzt 
haben, hat die in der neutralen Faser . 



liegende Strecke \ keinerlei Längen- 
änderung erfahren, sondern ist nur ge- 
bogen worden. Der dem Bogenstiicke 1, 
— das ein Stück der sogenannten ela- 
stischen Linie darstellt — zugehörige 
Krümmungshalbmesser ^f wird dann in 
folgender Weise besümmt. 

Nach § 3 besteht das Cresetz 
il=:el ^ aal, 
welches, den hier vorliegenden Ver- 
hältnissen entsprechend, 

geschrieben werden kann. 

Da nun die aus Fig. 50 ersicht- 
lichen Formänderungsdreiecke auf der 
Zug- und Druckseite ähnlich sind, so 
kann man an Stelle i, und Xi kurz- 
weg K setKen, womit sich dann die 
allgemeine Beziehung 

i:e = li :p 




oder 



l = - 



Diesen 


Wert oben 


eingesetzt, 


liefert 
el,_ 
t! 


ei. 


woraus 






f — 


ok.l, 



ergibt. 



aK 



59 



&u 



■ folgt. Die sub 1 aufgestellte Biegungsgleichung „Mb ^ — ki," bestimmt 

eine Materialspannung von 

Mh.e 

kb ^ ^ , die, in vorstehende Krummungs- 



halbmeas 



@ 

rgleichung eingesetzt, den genannten Halbmesser : 
e 

^ ~ aMbC aMb 
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IV. AbKhnitt. Biegung. 

oder die Krümtnung 

1 «Mb „, 

> = "0^ ^^ 

ergibt. Diese beiden Gleichungen besagen, daß der KrummungshalbmesBer 
mit dem biegenden, von der läge des Querschnittes abhängigen Momente 
veränd^lich ist, weshalb die elafiüsche Linie auch keine Kreislinie sein bann. 
Die Momente verändem sich nach parabolischem Gesetze, woraus zu 
schließen ist, daß auch der vom Moment abhängige Krümmungsradius und 
damit auch die elastische Linie selbst in das Gebiet der parabolischen 
Kurven gehört 



4. Gleichnng der elastischen Linie. 

a) Allgemeiner Fall. 
Wie aus der Fig. 51 ersichtlich ist, besteht zwischen der Länge x 
des Balkens und der zugehörigen Durchbiegung y eine Abhängigkeit, die 
durch die Gleichung 

ausgedrückt werden kann. 

Für den KrummungshalbmesBer q einer beliebigen Kurve besteht in 
der höheren Analysls die Differentialglachung 



./Mi 



Bei praktischen BeetimmimgeQ der elastischen Linie vernachlässigt 
man in der Regel den unendlich 

f klemen Wert (^) ', «o daB die ge- 



ti"' 



4, 



nügend genaue 
chung lautet 



di^ 



i Krümmung - 



chung den voriier sub 3 angegeben 
ein, so ist 



e "*d.- 

sich ergibt 

Setzt man in der letzten Glei- 

' e 
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§ 14. OMohniiB: der elaiUschSD Linie. 



I ■i'7 »M> 



— o dl" * 



woraus Mb = 

NR Diese bereits der höheren Analyais angehörende Glnchung, die 
hier nur der YcJUtändigkeit wegen mit aufgeführt worden ist, bildet die 
Basis zur Entwickeluiig der Gleichungen der „Elastischen Länien", die bei 
den einzelnen im § 23 behandelten Belastungsfällen der bequemen Über- 
sicht halber zugefügt worden sind. 

h) Besonderer Fall 
1. Freiträger. 

Besitzt nach Fig. 52 ein auf Bi^^ung beanspruchter Körper (Balken, 
Träger et«.), wie im g 24 genauer erläutert werden wird, eine konstante, 
d. h. gleichbleibende Spannung kb, 
so heißt der Körper „Träger 
gleicher Festigkeit". 

Hat ferner dieser Körper, 
wie es in § 24, Abschnitt Ib der 
Fall ist, eine gleichbleibende 
Höhe h, so ist auch der sub 1 
genannte Faserabstand e als Teil- 
betrag der Höhe konstant. 

Für einen derartigen Körper 
ist nach der aub 3 entwickelten 

Gleichung 69 „p ^ — ;-" auch 

^ a . kb 
der Krümmungshalbmesser q kon- 
stant, d. h. die zugehörige elasti- 
sche Linie ist ein Kreisbogen 
vom Radius p. Die Durchbiegung d 
eines solchen Körpers läßt sich dann 




Fig. 62. 

einfachen Weise be- 



I folgen dl 



Nach Fig. 63 ist 1 die mittlere Proportionale zwischen d und (2p — f), 
daher ist 

l* = d(2p — 4j)=2pd-<Jä. 
Da die Durchbiegung ä eine kleine Grö^ ist, so ist der Wert 3* 
gegenüber 2^d verschwindend klein und kann deshalb vemachläsaigt 
werden. 

Die Gleichung lautet dann 

1» = 2ifd, 

-^; 

inert. FeBtlgkaiMlehrs. 4 



woraus sich 
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'. Abadutitt. Bicpu^ 



Für (f den voifaer genannten W«rt eingesetzt, gibt 




hierin för li, 


den Wert ans 


der . 


fühlt, liefert 
■" 2. 2eW 


58 e 


" „ e 


l'aHi 
" 29 ■ • ■ 





2. Für einen Träger aof znd StüUen, 
der in der Hitte, wie Flg. 54 zeigt, belastet ist und der außerdem die 
beim Freitriiger gestellten Voraugsetzungen „e und kb konstant" erfüllt, 
fli^bt Bich die größte, in 
der Mitte auftretende Durch- 
bi^img d ebenso, als wenn 
der Träger ans zwei Frei- 
trägem von je der Länge 



heimstellt worden i 




Waä 
der Gleichung 84 anstatt 1 

die Länge — eingeeetat, so ist 



«Mb 



l'qMh 

80 



Für weitere Trägerarteu siehe g 23. 

1 ■ 

' § 15. Allgemeine Bestimmang der äquatorialen, 
reduzierten und polaren Trägheits- nnd Widerstands- 
momente ebener Flächen. 

1. Das Kqaatoriale Trügheitsmonient. 

Wie im § 14, sub 1 bereite gesagt worden ist, versteht man unter 
dem Trägheitsmomente einer Fläche, bezogen auf die durch den Schwer- 
punkt der Fläche gehende neutrale Achse NX, 
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; 15. Daa Squatoriale im4 reduzierte TH^heitBmoment. 

T 



' „die Summe aller Pro- 
dukte ana deu Faserquer- 
schnitten und den Quadraten H, 

ihrer Abstände von der neu- ' 

tralen, Bteta durct den Schwer- gff 9 

punkt gehenden Achse". 

Wird in der Fig. 55 ' 

das Trägheitsmoment mit »-^ 



j^» ^.__3 



bezeidmet, f 



1.. 



2. Das reduzierte Trägheitsmoment. 

In vielen Fällen ist es notwendig, nicht allein daa aub 1 genannte 
äquatoriale TrägheitBmoment zu wiesen, sondern daa Trägheitsmoment einer 
Fläche auch in bezug auf eine beliebige, 

innerhalb oder außerliaib derselben ge- ~ 

I^ene, zur Schwerpunktsachse (neutralen 
Acbae) parallel laufende Achse zu kennen. 

Soll also das Tri^heitsmoment @, 
der in Fig. 56 angegebenen, im Abstände a 9 — "~ 

von der neutralen Achse angenommenen 
Achse bestimmt werden, ao gilt auch hier 
die sub 1 auagesprochene Definition. 

Da nun ein beliebiges Flächenele- 
ment f von der fraglichen Achse den Ab- { 

stand „a -j- rj" besitzt, so iat das gesuchte @ — I- 

Trä^ei tsmomen t 

e,-if(. + # '''^■°'- 

oder entwickelt, 

0, = Si (a» + 2a); + »;>) = ^(f a» + 2af j; -f- irj*) 

Hierin ist 

2f ^ F, der Inhalt des vorliegenden Querschnittes, 

.I£f ]; = 0, das statische Moment des Querschnittes in bezug auf 

die Schwerpunktsachse, 
2fjj*^=&, das auf die neutrale Achse bezogene TrägheitB- 
moment. 
Diese Werte, in die voratehende Gleichung eingesetzt, geben 

0l = aäF4-O^-0 = + Fa^ 67 

d. h. das Trägheitsmoment einer Fläche in bezug auf eine beliebige Acbse 
ist gleich dem Trggheitamomente, bezogen auf die zu dieser Achse parallel 
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gerichtete Schwerpunkteachee , vermehrt um das Produkt aus dem Quer- 
Bchnitte und dem quadratischen Abstände beider Achsen. 



3. Das äquatoriale Trägheitsmoment einer zu9ammeiig:esetEten 
flKche, bezogen auf die Schirerpunktsschse derselben. 

a) Wie Flg. 57 zeigt, läSt sich jede beUebig zusammengesetzte Flache 
in solche Flächeuteile zerlegen, von denen die auf die zugehörigen Schwer- 

punktsadisen bezoge- 
nen Trägheitsmo- 
mente bekannt sind. 
Werden diese 
FUcbenteile mit F,, 
F,, Fj etc. und die 
zugehörigen TrSg- 
H heitsmomente mit @i , 

*Q 0g, 0, etc. bezeich- 
net; haben femer die 
FlächenschTrerpunktS' 
achaen von der 
Schwerpunktsacbse 
der ganzen Fläche die 
Fig. 57. Abstände aj, a,, a, 

etc., so ergibt sich 
das äquatoriale Trägheitsmoment der ganzen Fläche mit Hilfe des 
vorher aub 2 genannten reduzierten Trägheitsmomentes zu 

@=(0,+F..a,»)+(0g + F,.V) + (0,+n.V)+ 

„ = 1(0 + F.a»), 68 

d. h. das Triigh^tamoment einer beliebig zusammengesetzten Fläche in 
bezug auf ihre Schwerpunktsach ae 
ist gleich der Summe der reduzierten 
Trägheitsmomente der einzelnen 
Flächenteile- 

b) Liegen, wie Fig. 68 zeigt, 

die einzelneu Flächenteile so, daä 

Fig. 58, ihre Schwerpunkte sämtlich in die 

Schwerpunktsachse der ganzen Fläche 

fallen, also daß die in letzter Gleichung genannten Acbsenabstände 

a^ = ag = ag ^ a^ = =0 




werden. 



. folgt 

= 0^ + ©g 



-09- 



= 2-0, 
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§ 15. Das polare Trägheitainoineot. fi3 

d. h. das äquatoriale Trägheitamoment der ganzen Fläche ist gleich der 
algebraischen Summe der Trägheitsmomente der einzeluen Flächenteile. 

4. Das polue Trägheitsmoment. 

Wird das Trägheitsmoment einer Fläche nicht, wie es vorher der 
Fall war, auf eine in der Fläche li^;eQde Schwerpunktsachae, sondern, wie 
Fig. 69 zeigt, auf die durch den 
Schwerpunkt gehende und senkrecht 'U 

zur Fläche gerichtete Achse liezo- *' 

gen, so erhält man das sogenannte 
polare Tra^eitsmoment 
0p = .2fr». 
Da nun aber r* ^ x* -|- y' ist, so 
folgt auch 

©P = .2f(x* + y«) = 5fx'' + .ifys X 

„ =Q^-\-&y, .... 70 
d. h. das polare Trägheitsmoment 
einer Fläche ist gleich der Summe 
zweier äquatorialen Tr^heitsmomente 
in bezug auf zwei senkrecht zuein- 
ander stehende Schwerpunktsachsen. 

In gleicher Weise, wie es beim Fig. 59. 

äquatorialen Trägheitemomente ein 

äquatoriales Widerstandsmoment gibt, steht hier beim polaren Träghdt»- 

momente auch ein polares Widerslandsmoment zur Sdte, das, dem früheren 

@ 
Ausdrucke „W=^— " entsprechend, 



lautet, worin e den größten Abstand des Umfanges vom Schwerpunkte 
bedeutet 

§ 16. Trägheits- und Widerstandsmomentbestim- 
mnng einiger in der Praxis häufig angewandten 
einfachen Querschnitte. 'j 

1. Das TrÜgheits» und WiderBtsndsmoment des Farallelogrunmes. 

a) Sezogen auf eine durch die Grundlinie gehende Achse AB. 
Das Parallelogramm denke man sieb, wie Fig. 60 zeigt, in nnendlidi 
viele Flächenelemente von gleicher Höhe d zerlegt, so ergibt sieh nach 
§ 1&, Abs. 1 das gesuchte Triglieitsmoment &g zu 
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IT. AlMeluiitt. Biegung. 



8, = £t^ 

da aber f, = ^ = f, = f,= 

angenommen wonien iat, so iat 



. —f. 



r-k 




Qc^f 



+(^r+(^)+-+ 

+ ?•+ . .. +(2n-l)l 
bJ' n(4n'-l) 



worin n die Anzalil der Flächcnelemente bedeutet 

Wird Dua die Zahl □ unendlich groß angenommen, ao kann in dem 
Klammerwerte der Biditrahend 1 vemachl&Bsigt weiden. 



*) Dm Summe der Toriiegendeo arithmethiBchen Reihe 2. OrdniiRg, 

nimücli 1' 3» 5' 7' 9» 11« 13» 15' 

oder 1 9 25 49 81 121 169 225 

1. Differenz 8 16 24 32 40 4ä 56 

2. 



entwickelt Bich in folgender Weise : 

Setit man in daa allgemeine Sammenglied der Reihe 2. Oidnnng 
an' + bn' + cn 
der Reihe nach n = 1, n ^ 2 und n =: 3, bo ergibt sich fOr 

n = l a+b+c^l i_2|— 3 

n = 2 8a + 4b + 2o=l + 9 = 10 

n==8 . . ._. . ^ . . . 27a + 9b + 3c = l + 9 + 25 = 36 I | 

Ana Qleichn^ l"ur2 folgt: 6a + 2b = 8 I —3 1 i~ ^ 

1 n. 3 . 248+«b =32 | | — 1 



6a 



~ 6~3' 

2b =0 



Au Gleichong 1 folgt: 



-b=l-^— 



DigitizedOyGoÜglC 



§ 10. Trüglieiig- und WiderBtandamontentbeatimmnngen. 55 

Die letzte Gleichung lautet dann, unter weiterer Berücksichtigung 
aus Fig. 60 zu ersehenden Beziehung „h ^ ni}" 

_b(J»n4n8 b<J»nfl_b(<Jn)S bh» 



b) Bezogen auf die zur Grundlinie AB paraUel gerieklele und durch 
den Schwerpunkt des Farällelogrammes gehende Achse. 

Wird nach Fig. 61 das auf die Scbwerpunkteachse bezogene Träg- 
heitsmoment mit bezeichnet, so ergibt sich dasselbe nach § 1 5, Abs. 2 zu 

0, = 0-f Fflä, 
woraus ^ 

e_e,-F..=!^-bh(|)' 

_ bh« bh'_bh» 

""" ~3 r~iy 

Das hierzu gehörige Widers landsmo- 
ment ist dann 

bh« 
_0__12 _b^_bh* 
-e- h -■l2h- 6- ^,^^ 

2 
Mit Hilfe dieser Resultate — die für jedes Parallelogramm Geltung 
haben — lassen sich nun mit Leichtigkeit folgende Trägheits-, bezw. 
Widerstandsmomente berechnen. 

3. Das Trägheits- uad Widerstandsmoment des Dreieckes. 

a) Bezogst auf die in halber Hohe und parallel zur Grundlinie 
gerichtete Achse AB. 
Da die vorgelegte Achse AB mit der Schwerpunktsachse des zuge- 
hörigen Farällelogrammes (d. b. desjenigen von gleicher Grundlinie und 
Höhe) überdustimmt und die Dreiecksfläche die Hälfte des Parallelo- 
grammea beträgt, so ist auch das Trägheitsmoment der Dreiecksfläche, be- 

Bieae gefuodeaeD Werte in das SummeDglied eingeführt, gibt die gesuchte 
Summe der vorgelegten arithmetischen Reihe zu 



■(-!)" 



a die Anzahl der GUeder darstellt. 
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zogen auf die genannte ÄcliBe AB — siehe Fig. 63 — , gleich der Hälfte 
dee auf dieselbe Achae des Parallelc^prammeB bezu^neD Trägheitsmomentes. 
Es ist somit unter Besugnabme auf § 16, Abs. l'' daa gesuchte 
Trägheitsmoment 

0„ = O,5.^ = ^'. 
" ' 12 24 

b) Bezogen auf die Schwerpunkisaehse NN des Dreieckes. 
Nach § 16, Abs. 2 lautet mit bezug auf Fig. 63 daa gesuchte Träg- 
heitsmoment 

0, = -(- Fa", woraus 
g_g Fü'-^^' ^^(h M'-bh' bh/ 4h-3h y 

^ 24 2 Va 2/ 24 2^6/ 

hh» bh/'h\» 3bh»— bh» 2bh" bh» 



Die hierzu gehörigen Widerstandsmomente ergeben sieb dann zu 
bh» 
W -Q _ ^e'bh» 3 _bh' 
'~e,~ 2h "~ 36 Hb" 24 
3 
bh' 

d W ^®=Ii = — i — ^ 

"° » Ca h 36 h 12* 

3 

c) Besagen auf die durch die Grundlinie gehende Achse des Dreieckes. 
Auch dieses Trägheitsmoment wird mit Hilfe des in § 15 , Abs. 2 
entwickelten reduzierten Trägheitsmomentes nach Fig. 64 gewonnen. 
_ bh»+2bh^ _3bh'_bh' 
'36 '" 2 \3/ ~ 36 "" 36 "U" 



DigitizedOyGoÜglC 



§ 16. Trfigheite- und WidentsndaDioinentbeMimmuDgeD. 57 

d) Bezogen auf die durch die Spitze gehende Achse des Dreieckes. 
In gldcber Weise eriiält man nach Fig. 65 das Tragh^tsmoment 



Fig. 65, 



:r, 1 T, « bha bh/2li\» bh« , bh 4b» bh« + 8bh' 



8. Daa Tr£gheits> und Widerstandsmomeat der HreisflSehe, 

Wie im vorliegenden § 16, Abs. 3^ entwickelt, beträgt das Träg- 
heitsmoment eines I>reieckes, bezogen auf die durch die Spitze parallel zur 



,'->^ 



Grundlinie gehende Achse, 



Denkt man sich nun die Kreisfläche in Fig. 66 in unend^ch viele 
Breiecke zerl^t, so besitzt ein jedes solches Dreieck, wie Fig. 63* zdgt, 
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ein Träeheitamoment ■von — ; hierbei ist allerdings vorausgesetzt, daß die 

durch die Spitze gehende Achse AB parallel zur Grundlinie b gerichtet 
ist Dieee Voraussetzung ist nun aber fast vollständig in bezug auf die 
durch den Schwerpunkt gebende polare Achse erfüllt, sobald, wie hier 
angenommen iet, die Dreiecke unendlich schmal sind, d. h. due unendlich 
kleine Grundlinie b haben. 

Es bestimmt sich mithin nach § 15, Abs. 4 zunächst das polare 
Tii^beitamoment @p der voigelegten Kreisüftcbe zu 
br« r* 
y 4 4 

Da nun 2\}= 2Tn ist, so ergibt sich 

^ r»„ 2r'7( r*™ u) " A*7i 

e, = ^2rn = ^- = -^ = -^ = ~^. 

Das gesuchte äquatoriale Trägheitsmoment @, bezogen auf die neutrale 
Sohnerpunktsachse NN, wird dann nach § 15, Abs. 4 erhalt«n zu 

0p = ©I + 0, 
oder, da beim Kreis ©j = 0y =^ ist, 

0p = 20, 
woraus 

r*ji d*7i 

Q_&p _~2~ _T*n 1^ _d*7i 
~2~2""4^2 64 
folgt 

Das Widerstandsmoment findet sich dann aus 

T*7l ä*7l 

™._0 4 r*ji_ _6£_d% 

e ~ r '-~^~ d ~ 32' 



4. Das Träghetts- und Widerstandsmoment des elliptischen 
<{uerselinittes. 

Sind die beiden Halbachsen einer Ellipse gegeben, so findet man 
einei\ beliebigen Kurvenpunkt P der Ellipse, indem man, wie Fig. 67 
zeigt, mit den beiden Halbachsen als Radien Kreise vom Mittelpunkte S 
der Ellipse aus beschreibt und hierauf einen beliebigen Strahl SB deht, 
dessen Schnittpunkt A und B mit den beiden Kurven durch Vertikal- 
und Horizontalprojektion den Kurvenpunkt P liefern. 

Aus dieser Konstruktion ergibt sich dann: 

^CBSo^ APBA, woraus CB;CP = SB;SA folgt; 
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da nim SB : SÄ ^ a : b ist, 

BO ist auch CB:CP = a:b, 

woraus dann CP =: — .CB folgt. 

In gleicher Weise findet sich auch aus der Ähnhchkeit der beiden 
Dmecke B,CS und B,P,Ai 



Denkt man sich nitn im Abstände j] von der neutralen Achse ein 
sowohl für den großen Kreis als auch für die Ellipse gemeinschaftliches 



Hg. 67. 

Flächenelement, das die Dicke d besitzt, so ergibt sich das gesucht« Träg- 
heitsmoment der Ellipse zu 

Da nun PrF = CPi + CP=-.B7C + -CB, 



BO folgt weiter 
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worin ©Kr. da» Träglieitamoment der vorher beetjmmten Kreisfläche dar- 
stellt. Diesen Wert eingesetzt, gibt dann 

b a*?i a'b^i 

Bezeichnet in Fig. 68 I> und d den grolSeii 
^ und den kleinen DurcluneBser, R und t die znge- 
j hörigen Kadien der Ellipse, so hat man das fn^- 
; liebe Trägheitemoment in gleicher Scbreib- 
! weise wie btjm Kreis, nur daß bei der Ellipse 
Q die Abmessung in der Richtung d^ neutralen 
. Achse ein Maß vom 1. Grade, dag^en in senk- 
: rechter Bichtung zur neutralen Achse ein Maß 
1 vom 3. Grade darstellt. 

I Das Trägheitemoment des elliptischen 

Querschnittes beträgt also 

PIg. 68 0^«'b"^R'r"^V 2/ a^ ^D'd^ 

4 4 4 64 ' 

das Widerstandsmoment 



§ 17. Trägheits- und WiderstaBdsmomentbestiiu- 

mnng znsamineiigesetzter Querschnitte, bezogen auf 

die als Symmetrieaclise dienende Schwerpnnkts- 

achse. 

1. Für das Quadrat. 

a) Bezogen auf die parallel zu den Seiten laufende Schwerpunkts- 
achse. 
Dieses Träghdtsmoment wird mit bezug auf Fig. 69 sofort nach dem 
im § 16, Abs. l** für das allgemeine Parallelogramm Gesagten gefunden zu 

= ^ = ^. 
12 12 
Das Widerstandsmoment ist dann 
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§ 17. Trfigheiti- and WidentaadsmomeutbeaCitiumDiigeii.' 61 

b) Seeogen auf die durch die Diagonale gehende Schwerpunklsachse. 

Da sich die in Fig. 70 daigestellt« Fläche aus znei gleichen, über 

der Diagonale als gemeinschaftliche Basis liegenden, gleichschenkligen 

Drdecken zusammenaeUt, so ist das gesucht« Trägheitsmoment die Summe 



Fig. 69. Fig. 70. 

der Trägheitsmomente der einzelnen Dreiecke, bez<^en auf die durch die 
gemeinschaftliche Grundlinie der Dreiecke gehende Achse. 

Es ergibt sich also dus gesuchte Trägheitsmoment Q, untar Bezug- 
nahme auf g 16, Abs. 2', zu 

_ 2de' _ 2aT/^\ 2 j _2a^f2a?i2* ^^S*«* 
T2~~~^ 12 ~ 12.8 "TTä" 

_ 4a* _ a* 
" ~6.8~ 12' 
Das Widerstandsmoment beträgt dann 

e a>/2 l^Bi/a 6 2 12 
~2~ 
NB. Schneidet man die obere und untere £]cke iragerecbt ab, so wird 
das Widerstandsmoment W größer ; verkürzt man beiderseitig die Diagonale d 
um Vis ihrer Länge, so ergibt sich als größter Wert 

Wm„ = 0,1242 a» 
(S. Z. d. V. d. Ing. 1899 S. 1108.) 

2. Für dea geteilten rechteckigen Querschnitt, 

Da die in Fig. 71 dargestellte Fläche als Differenz des ganzen vollen 
Rechteckes mit dem Tr^heitemomeute @, und des hohlen Kechteckes mit 
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dem Trägheitsmomente @, aufgefaßt werden kann, ao er^bt sich daa ge- 
suchte Trägheitsmoment @, unter Hinweis auf § 15, Abs. S'', zu 




das Widerstandsmoment betri^ dann 



" 


H 

2 






b(H> 


-f) 


bH'_ 
6 H 


h« 




H 





8. Für das hohle Quadrat. 

a) Bezogen auf die parallel su den Seiten laufende Schwerpuniüiachse. 
Die in Fig. 72 angegebene Fläche kann ebenso wie vorher als Dif- 
ferenz aus ganzer und hohler Fläche mit 
den zugehörigen Tragheitsmoment«n 0j und 
©3 angesehen werden. 

Es wird deshalb das gesuchte Träg- 
heistmoment @ wieder nach § 16. Abs. S^ 
bestimmt zu 

und das Widerstandsmoment zu 
« T^(H'-l.') 



-h') 



b) Bezogen auf die durch die Dia- 
gonale gehende Scktverpunhtsachse. 

Auch die in Fig. 73 angege- 
bene Fläche kann mit Bezugnahme 
auf den vorliegenden § 17, Abs. l** 
als Differenz aus ganzer und hohler 
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Fläche mit den zugehörigen Trägheitsmomentea @j und S^ angesehen 
weiden. 

Das geauclit« Trägbeitsmotnent ist somit 



12 12 la* 



und das Widerstandsmoment 



= 0,1179 



1^ 

H' - b' 
H ■ 



.2 ^'ys.'j "^ « 



4. Für die beistehenden, ausgesparten rechteckigen Quersehnitte 
von gleichen Abmessungen. 

Auch die in Fig. 74 angegebenen Querschnitte kann man, wie vor- 
her gesagt, als Differenz aus ganzer und hohler Fläche mit den Tmg- 
heitsmomenten &^ und 



§ 16, Abs. !"> er- 
gibt dann das gesuchte 
Trägheitsmomen t 
© = 0, — ©j 

BH« bh> 



12 



1 , 



-(BH-'-bh-) 

und das Widerstands- 
moment 




5. Für die beistehenden, doppelt 

ansgesparten Querschnitt« Ton 

gleichen Abmessungen. 

Das Trägheitamoment für die 
in Fig. 75 dargestellten Flächen ergibt sich auch als Differenz der Träg- 
heitsmomente aus voller Fläche und Lochfläche. 



Fig. 75. 
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Ea beträgt eomit 

und das Widerstandsmoment 

..r _■ Q _ 1 B (H' - hl«) + b (h." - hü') 



0, Für die beistehenden Querschnitte von gleichen Abmessangen. 

Das Trägheitsmoment für die in Fig. 76 dargestellten Flächen ei^bt 
sicli am einfachsten als Summe der Trägheitsmoment« aus den einzelnen 
Becbteckflächen, wie folgende Darstellung zeigt. 



und das Widerstandsmoment 
W = 



7. Für die KreisringASche. 

Da die in Fig. 77 ang^el>ene 
BiogOäche aus der Differenz der 
vollen und der ausgesparten Kreis- 
fläche besteht, so ei^bt sich das 
Trägheitsmoment 



= 



D*JT A*7l 



64 



64 64 



^.i^-^*) 



„=i^[(2R)*-(2r)*]='^(R*-r*) 
und das Widerstandsmoment aus 
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2 D 32 



2R 



■)* _ Ji B* ■ 



8. Für die eUiptische Ringrflfiehe. 

Das TräG^eitsmoment & der in Fig. 78 aDgegebeDen lUngfläche er- 
gibt sich ebenfalJB als Differenz aus voller Fläche und Lochfläche zu 
i'bjr a,'b, JT 



® = T^- 


»1 "1" 
4 


.=!(.'b- 


- •,■!■,) 


..->-^- 


-R,*',). 


DMn 
64 


64 


-S'^'o 


-D,'d,). 




aua 




w ® <..'b-.,'b, 


_nE'r- 


-E,>r, 


4 


K 


_ >t D'd 


- D,'<1, 


" 32 


D 



9. Für die beistehende FlSehe. 
Da auch die in Fig. 79 ange- 
gebene Fläche BUS der vollen Qua- 
dratfläcbe, abzüglich der runden, 
ausgesparten Fläche gebildet wird, 
90 entwickelt sich das gesamte Träg- 
heitsmoment zu 

0= 



a*_dS: 
12~~64" 



=11*. 

4\3 



16/ 



1 / . 3;id*\ 

"=i2('*"-,r)' 

und das Widerstandsmoment i 



Diai.zodBjGoogle 



6ß rV, AtMchnitk Btegang. 

10. Für den stemf&niiigeii Querscluiitt. 

Dae für die Fig. 80 in Frage kommende Trägheitemoment & ergibt 
dch aus der Summe der Trägheitemomente der vollen KreJBfläche, der 
beiden horizontalen und vertikalen Recht«ckflgchen zu 
_ d*7i , (h — d) b' , b (h' — d») 



= 



12 



12 



1 iSn 



^d* + (b-d)b» 



-b(h» — d»)|. 



Fig. 80. 
Das Widerstandsmoment beträgt dann 

^ " I = «i [if ''' + '^ ~ '''''■ + '''''' " 



11. Vit den Wellenquerschnitt eines Triigerwellbleelies. 

Wie die Fig. 81 erkennen läßt, wird sowohl an der Fläche als auch 
an dem Trägheitsmoment« derselben nichts geändert, wenn man die beiden 
unteren Viertelkreisringflächen — nie punktiert angedeutet ist — nach 
innen zu einem halben KJngstücke verlegt. Dann bildet aber eine Welle 
eine geschlossene Bingflgur, deren Trä|bsit«moment @ aus der Differenz 
der Trägheitsmomente 0, und 0g der vollen und der Lochfläche sich, wie 
folgt, bestimmen läßt. 

0=0, — 0g, worin die Trägheitsmomente 0i und 0g sich nach 
§ 15, Abs. 3\ unter weiterer BenuUung des im § 18, Abs. 3 entwickelten 
Trägheitsmomentes für die Halbkreisfläche, in folgender Weise ergeben: 
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3 ^ V64 971/ ^4 ^9?i ~3 

®« = ^+nlm-18^)'^ +4r2r + 37.)l 



b8a> 

12 
2ba« 



2 "•" \128 18JI 
\64 sW 



4.2 V" ' 9?!*^ 




Diese Werte, oben eingesetzt, geben das gesuchte Trägbeitsmomenl 

.,.|.VB-b)+(i-i)(B.-b.) + !^(B. + b^ + 
.=£(B<-h')+^»(B'-b") + ^.«(B' + b>)+|.'(B-b). 
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Das Widerstaudstnotneot folgt dann aus 

■nr_Q_ Q Q _ 2Q 

e B 2a+B~2a4-B' 



12. Für die beistehende UalbkreisHSche. 

Da nach § 16, Aba. 3 das Trägheitsmoment einer ganzen Kreisfläche 

den Wert -— - hat, so ergabt sich dasselbe für die in Fig. 82 dargestellte 

Halbkreisfläche, l^ezogen auf 

,--'"' j( dieselbe Achse, als die Hälfte 

/' I des Torbenannten Trägbeits- 

/ I moinentes. 

/ ] Das gesuchte Trägbeits- 



e ( 



moment bestimmt sich dann z 
Q_^ d*^_d*^ 
~ 2 64 ~ 128 
und das Widerstandsmoment u 
d<ft 
_0 128_d'Ti 
"^ ~ e ^ d ~ 64 ■ 



§ 18. Trägheits- and Widerstandsmomentbestim- 

mnng znsammengeäetzter Querschnitte, bezogen auf 

die unsymmetriscli gelegene Schwerpunktsaclise. 

Bei diesen beliebig gestalteten, regelmäßig oder unregelmäßig ge- 
formten Querschnitten ist in erster Linie die Lage der neutralen oder 
Schwerpunktsachse nach den in der Mechanik aufgestellten Regeln über 
Schwerpunktsbestim mung zu ennitteln. 

Erat nach Kenntnis dieser Lage kann dann das Trägheit^ moment 
nach der einen oder der anderen der folgenden Formeln bestimmt werden : 

1. nach § 15, Abs. 2 mit Hilfe des reduzierten Träg- 



2. nach § 14, Abs. 1 als Summe der beiden, auf die 
Schwerpunktaachse als Basis bezogenen Trägheits- 
momente der Zug- und Druckseite 

© = ©,-]- ©j, 

3. nach der in § 16, Aba. 3 aufgestellten Gleichung 

= i'(0 + Fa»). 
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§ 18. Trigheiu- n, WideretandBinanieatbeatimTn. zusammen gewtsl. Querschnitt«. 69 

1. Ffir die beistehenden drei FISchen von gleichen Abmessung-en, 

Zunächst ergibt sich nach den in Fig. 83 angenommenen Bezeich- 
nungen der Schwerpunktaabstand e, aus 

, ,d H 

„ Fl Vi+JsVi _ 2 "*" ^ 2 _ 1 aHM- bd« 

^ F, + F, bd + aH "2aH+bd 
und Cj = H — Cj. 



Fig. 83. 
Im Anschluß hieran besümmt sich das Trägheitsmoment & zu 
= .^{0 + Fa«) ^ 0, 4- 0g + F^a," + F^&,* 



12 ' 12 

H(..-?ri 
(^' 

, ,d'+12e,' — 12e,d + 8d" H> + 12e,' — 12e,H + 8H' 
. _ bd -^ h «H 

„ =^[bd(4d''+12e,s— 12eid) + aH(4HM- 12ej« — 12egH)] 
„=:^[bd(d' + 3e,>_3e,d) + aH(H"+3e,» — 3e,H)). 
da nun H = e, -}- e, und d ^ e^ — h ist, so ist 
„= -3 [b C, - t) {(e, -!.)■ + 3e, (e, - (^ - h))) + 

+ • (e, + e,) {(e, + e,)" + 8.4 (e, — (., + e,)))] 
„=j[b(e, — li)(e,'-2e,h + li' + 3e,li) + a(e, + e,)(e,' + 2c,e,+ 

+ V-3«,e,)J 
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70 IV. AbTChDitt. Biegnog. 

9 = |(l>(<i.-li)(«,' + e,k + li') + a(q + e,)(e,>-e,.,+e,')] 

«=5[b(<4"+«,'t + «,t'-e,'l'-Oil''-I>')+»(V-«i'«.+ 

„ =^(b«,' — Wi« + ao,> + aes'). 

Setzt man nun noch im ereten Gliede für b ^ B — a ein, so t 
gjbt sich 

e = 5 [(B - a) .,• - b h= + ae,' + ae,'] 

„ =i(Be,'— ae,' — bh'4-ae,' + ae,') 

„=i(Be,' — bh> + ae,'). 

Das Widerstandsmoment folgt dann aus 



2. Für den beistehenden Querschnitt, 

Zunächst ist nach Fig. 84 die Lage der neutralen Achse be- 
stimmt durch 

, F.%+F.,. + F. ,. B.d| + aHg+b,d.(H-^^) 
^— Fj + Fs + Fj ~ Bid + aH+bid, 

_ l B,d'-[-aH' + b,dt{2H — d.) 
" ~ 2 Bid + aH + b,d7 

und eg =^^ H — e^ . 

Das Trägheitsmoment & ergibt sich dann aus 
S = (S, + F,a,>) + (9, + F,.,') + (e. + F,a,>) 

-[¥ + =.^(«.-|)"]+[".f + 'H(e.-|)-] + 
+ [^' + ,,(e._|)-] 
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§ 18. TiJ^h«iU- Q. WtderitsndBmomeiitbeitiiiim. zonnimeiigMetEt. Quenohnitte. 71 
a B.d' I ^ 4e,'-4eid + 'i' . «H- 4 e.'-4.,H + H' + 



B,d' 4.,'-4.,d-|-d' .H- 4V-4e,H + H' 
.-^2-+B,d j + _ + ,H j + 

b,dt' , 46,' — 4egdi+di' 




— i -a ■ — ? 1 

i.-.: — & i 

Fig. 84. 

9=A[Btd'-\-3B^Hie^' — ie,i + i') + aH' + 

-t-3aH(4e,> — 4egH + H'*} + b,di''+3bid, (4eg« — 4ej,di + d,»)] 

„=i[(B,d'+12B,de,' — 12B,e,d'+3B,d') + 

4- (aH» + 12ae,»H — 12ae,H* + 3aH*) + 
+ (b,d," + 12b,e,'d, — 12b,e,d," + 3b,d,>)] 

„=^[4B,d"+12B,de,(e, — d) + 4aH"+12aHe,(e, — H) + 
+ 4bidi*+ 12b,d,es(ej, — d,)] 
„ =i [B,d' + 3B,de, (e, — d) + aH' + 3aHi, (e, — H) + 

+ b,d,«+3b,d,8,(e,-d,)]. 
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72- IV. AbMduütt. BiegQQg. 

Werden nun hierin die in Fig. 84 angegebenen Maße für d, d, und H, 
d. h. für d ^ ej — h, d, = ^ — h, und H = e, -j- Cj, eingesetzt, so erhält 
man nach entsprechender Entwickelung das Resultat 

= -i (Bei» - Bill' + bej' — b,h,»). 

Die beiden Widerstandsmomente lauten dann 

e, eg 

S. Für den halbkrelsfSrmigen Querschnitt, bezog-en auf die parallel 
zum Durchmesser gerichtete Schwerpunktsaehse NN. 

Das auf den Dimihmeaser der in Fig. 85 vorgelegten Fläche be- 
zogene Trägheitamoment @j ist 
die Hälfte vom Tr&gheitamomente 
der vollen Kreisfläche, bezogen 
auf dieselbe Achse, 

■f also 0, ^ ^= — - . 

ll ' 2 64 128 

Das gesuchte Tl^heitsmo- 
ment ergibt sich dann mit Be- 
p. OE zugnahme auf § 15, Abs. 3* zu 

^' ' 0i = + Fa», 

woraus = 0.-Ba« = ™-—^--j 

_ d*« _ 4?id* _ / ji 1_\ 

~ 128 4. 2.971*"" 1 128 IsW 
= 0,00686d* = 0,llr* folgt 
Die beiden Widerstandsmomente ei^ben sich zu 



d* 



§ 19. Vergleichende Trägheits- und Widerstands- 

momentbestimmnng zusammengesetzter, nnsymme- 

tr^cher Querschnitte, bezogen auf die Schwer- 

pnnktsachse. 

Im folgenden ist für den in Fig. 86 dai^estellten Querschnitt das 
Trägheitsmoment nach allen drei im § 18 ang^eljenen Regeln ver- 
gleichsweise ermittelt. 
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§ 19. Vei^eiahende TrSgheits- nad WiderabuMlamonieiitbeBtimmuDgea. 
Beispiel. Nachdem wieder die Liage der neutralen Achse mit 

:;f., f,! ,, + f,i,, 

' 2F F, + F, 



B<t,^ + (H-(t,)<l 



/ H — <l. 



+..) 



B<J, + (H-<»,)<J 

46 ■ 5 . 2,5 4- 



45.5 + 30.3 — 

und e, = H — e, = 35 — 7,5 = 27.5 

festgelegt ist, ergibt sieb das Trägheitsmoment 
nach der 1. Beyel: & = Q^--Fa.', 



worin ■©, = 



- (42 . 5« + 3 . 35») = 44 62Ö beträgt, 



i = 0i — [(B — <J)di+JH] 8" = 44626 — (42.5 + 3.36)7,6» 
„ = 44625 — 17718,75 =26906,26; 



%-b5 



1. 

L ^A5 -- 

Fig. 86. 

nach der 3. Regel : @ = @. + @d 

worm e, = -J- = ?^ - = 20 796,876 
(B- 0(6, -(>,)■ 



J.5 
i J. 



und 0j =: - 



= -(46.7,5» — 42.2,6») 



„ =6109,375 ist, 
zu = 0, + 0d = 20796,876 + 6109,375 = 26906,26 ; 
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71 IT. AbMbnitt. Bl(«aDg. 

nach der 8. Regel: Ö= 5(©4-Fa») = ^Ö-|-iPa«, 
»«='^'- + f + <B-^^.(«.-|)'+.H(e.-5)- 

„ ==^ (42 . 5» + 3 . 36») + 42 . 6 . 6« + 3 . 35 . 10» 
„ =11166,25 + 5260-)- 10600 = 26906.26 . 

Die Widerstandsmomente des ganzen Querschnittes betragen dann 

W. = g = gi|!p= 8587,6. 

)^ 20. Querschnitte von gleicher Sicherheit auf der 
Zug- nnd Druckseite. 

Kommt es darauf an, Querschnitte auszubilden, bä denen das Material 
auf der Zugseite ebenso ausgenutzt werden soll, als es auf der Drucksüte 
der Fall ist, d. h. werden die äußersten, am meist gespannten Zt;^- and 
Bruckfasersdiichten auf gleiche Sicherheit beansprucht, so hat man von 
Tornherein die folgenden beiden Fälle zu unterscheiden : 

1. ob dasMaterial eine gleiche Zug- und Druckfestig- 
keit besitzt, wie das z. B. bei Schmiedeeisen und Stahl der 
Fall ist, oder 

ä. ob das Material eine andere Druck- als Zugfestig- 
keit hat, wie z. B. beim Gußeisen, wo die zulässige Druck- 
spannung nahezu 5mal so groß als die Spannung gegen 
Zug ist. 

Da nun nach der im § 14, Abs. 1 aufgestellten Biegungsgleichung 

„M ^ Wk", woraus k^-=- folgt, bei sonst gleichbleibendem Biegungs- 
momente, die größte zulässige Spannung k nur allein ron dem Wider- 


standsmomente W abhängig ist und dasselbe nach der Gleichung W ^ — 

wiederum vom Abstände e der am meist gespannten Druck-, bezw. Zug- 
faser abhängt, so folgt aus 

_ M M^Me, 

Ol 

und kd = -~- ^ 77 = — q- durch Division 
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g 20. Qa«netinltte von gleicher Sieherheit auf der Zog- und Dracksrite. 76 

Me, 
k, _ Q _ Me, _ e, _ 

d. b. die Zug- und Druckspannung ist proportional den äuöeret gespannten 
Zug- und Druckfaserabständen von der neutralen Achse. 

Diese Gleichung besagt, daß bei einem vollständig ausgenutzten Quer- 
schnitt« 

1. bei einem Materiale gleicher Zug- und Druckspannung die neu- 
trale Achs^ stets in der Mitte zviscfaeti der zumeist angespannten Zug- 
und Druck faserschicht, d. h. in halber Höhe des QuersclinitteB lic^n muß, 

2> bei einem Materiale verschiedener Zug- und Druckspannung die 
neutrale Achse so gelegt werden muß, daß die genannten Faserabstände 
auf der Zug- und Druclcseite in demselben Verhältnisse stehen wie die 
zugehörigen Spannungen. 

a) Querschnitte ans Materialien gleicher Zug- und Druck- 
festigkeit. 

Wie schon vorher sub 1 gesagt, muß bei diesen Querschnitten die 
neutrale Schwerpunktsachse in halber Höhe liegen, was bei den symmetri- 
schen Querschnitten auch immer der Fall ist. 

Unsymmetrische Querschnitte dagegen müssen erst in diesem Sinne, 
dimensioniert werden, was am einfachsten durch Annahme aller Dimensionen 
bis auf eine geschehen kann, die dann, als einz^ Unbekannt«, mit Hilfe 
der Schwerpunktslehre so bestimmt wird, daß der Schwerpunkt des Quer- 
schnittes auf die halbe Höbe desselben zu liegen kommt 

Ebenso einfach wird die Dimensionierung eines unsjmmebriscben Quer- 
schnittes vorgenommen, indem alle Abmessungen in Verhältnis zueinander 
gesetzt werden, wobei zuletzt wieder nur eine Unbekannte zu bestimmen ist. 

Das letzte Verfahren hat auch auf das bereits seit 1879 bekannte 
N'ormalprofilwesen geführt, worauf sich eine ganze Reihe vorhandener 
Tabellen beziehen, die eine Rechnung fast ganz entbehrlich machen, weil 
neben den Trägheits- und Widerstandsmomenten auch sofort die Dimen- 
sionen des fraglichen Querschnittes abgelesen werden können. 

1. Beispiel: Der Querschnitt eines schmiedeeisernen Körpers habe 
die in Fig. 87 eingescliriebenen Abmessungen. 

Es soll nun die letzte nicht mehr annehmbare Flanschendicke d^ 
so bestimmt werden, daß die neutrale Achse in der halben Höhe liegt, 
damit die Zug- und Druckseite gleich stark beansprucht wird. 

Lösung : Da hier der mittlere Flächenteil von der Größe d . H in 
bezug auf die neutrale Achse bereite ausbalanziert ist, so braucht nur noch 
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76 IV. Abscboitt. Biegung. 

eine Gleichgewichtebedingung für die vorspriDgenden Flanschenteile auf- 
gestellt zu werden, woraus sich dann die Flanschen dicke dg in folgender 
Weise bestimmen läßt: 

oder (b — d).Jg (e - ^) _(B — (I)d, (e — t) = 0. 



%■ 



}•&. 



m. 



Die Zahlenwerte eingeführt, gibt 
(110 — 20).Jg ^200 — ^1 - (150 —20)24(200 — 12) = 

90 . 2004 — 46dj» — 130 . 24 . 18« =0 

— 4&V+180005a —584560 =^0 

V — 400^2 4-13035,36 =0 

^^ _ 400_±y^^^4n3Ü35;B6 ^ 400 ±328^ ^ ^^^ ^ ^^^^^^ 

dg' = 200 -|- 164,2 = 364,2 mm , 
d," = 200 — 164,2 = 36,8 mm . 

Von den beiden Werten ist der größere dann zu verwenden, wenn 
das größte IVfigfaeitsmoment des vorliegenden Querschnittes erhalten wer- 
den soll. 

Hierauf kann nun das Trägbeits- und das Widerstandsmoment nach 
§ 18, Abs. 2 angegeben werden. 
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g 20. Qaersclmitte von .gleicher Sicherheit auf der Zug- nad DmckMite. 



h) Querschnitte a 



^ 


~T 


-4 








/-^ 




4. 








,.' 


t 



3 Materialien nn^leicher Zug- nnd Dmck- 
festigkeit. 

Wie in dem vorliegenden Paragraphen sub 2 gesagt und a uch in 
Fig. 88 graphisch ^rgesteilt worden ist, muß bei dieeen Querschnitten 
die neutrale Schw^un^tsach'se so gelegt . 

Werden, daß die Abstände der äußerst ge- Jf^^ 

spannten Fasern auf der Zug- und Drack- 
seite in demselben Veibältnisse etehen wie 
die zugehörigen Spannungen. Daraus gebt 
zur GenSge hervor, daß bei Materialien un- 
gleicher Zug- und Druckfestigkeit ein voll- 
ständig ausgenutzter Quentchnitt stets eine 
auf die Schwerpunktsachse bezogene, unsym- 
metrische Form haben muß, nie dieses auch 
immer bei den in der Praxis vielfach verwen- 
deten Gußeisen-Materialien der Fall ist. 

Bei der Dimensionierung solcher Quer- 
schnitte kann man ebenso, wie sub a ange- 
deutet, verfahren. Man kann also beiäpiels- t 
weise eine Dimension annehmen und die ^^ 
übrigen — bis auf eine, die berechnet werden j^g_ g 
muß — in Verhältnis zu derselben setzen. 

Im nachfolgenden 
seien einige Beispiele für 
gußeiserne Querschnitte an- 
geführt, wobei angenommen 
worden ist, daß die Druck- 
spannung gleich der 3 fachen 
Zugspannung sein soll, was 
auch den Ausführungen in 
der Prasis zumeist ent- 
sprichL 

2. Beispiel: Essoll 
die Flau sehen dicke d des 
aus Fig. 89 ersichtlichen 
gußeisernen Querschnittes 
bestimmt werden. 

Lösung: Aus der Schwerpunktegleicbung folgt: 
(F.+F,)7:=F,7/i + F,^, 
oder, die Werte eingesetzt, 

[B d + b {H — d)] ej = Bd (h - 1) + b (H - d) -^ 



-A-soo'Ä.-— ! 
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IV. AbKbuitt. Biegung. 



(BJ — bJ)e, + bH6, = BHJ — ^|)» + ^(H'— 2H» + <I>) 



;—i <>• + <!. (B-l>)J-H(B-b)J+ bH 



Die Zahlenwert« eingeführt, gibt 

i^a« + (3O-2)(3O-40)(I + ^2^ 

14(J» — 280iJ+ 800 = 
7 d» — 140<J 4- 400 = 



— 40) = 



UO i 1/140« — 4 . 7 . 400 



10 



i??v'i 



14' 



„ = 10 ± 6,64« = 1 6,64fi cm und 3.464 cm . 




Fig. 90. 



Beide Resultate sind 

verwendbar; den größten 

Wert wird man bei Erzie- 

J" lirng des größten Trfigheita- 

t" momentes benutzen. 

8. Beispiel: Wie 

- breit muß die Flansche dea 

. ,^ ; in Ji^g. 90 ang^ebenen 

l.._i..i., ,...1. hochategigen Querschnittes 

gemacht werden, wenn daa 

Material wieder Gußeisen 

sein soll? 



Lösung : {F, + Fj) t; = Fj i}a + Fj tj^ 

[dB + J(H — (I)]eij = .JB(H — |) + (J(H — d)- 

[dB-|-dllJ)9d = dBll,5d+|(llrf)« 

9Bd* 4- 99(J» = 11,5 Bd» -I- e0,6d», 
durch d* dividiert, gibt 

9B + 99d = I i,5B + 60,5d 
38,5d = 2.6B, 



B = 



2,5 



d = 16,4d folgt 



Das Trägheitsmoment entwickelt sich dann unter Anwendung der im 
§ 18, Abs. 1 aufgestelltea Gleichung, unter Beachtung der daselbst ein- 
geführten Bezeichnungen, zu 
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§ 20. Qncrwdmitte vod gleicher Sicherheit auf der Zug- nnd Drnckititc. 79 

0=i(Bei» — bh' + ae,») 
oder, auf die id Fig. SO eingeschriebenen Werte bezogen, 
e = i [B (3 »)■ - (B - ») (SJ)' + i (9 J)1 

„ — i(16,4i)27J'— 14,4i)8i)' + i)729i)') 

„ =|(415,8»J*— 115,2d*+729(M) 

, ■=-^1029,6i>'= 343,2 1)* . 
Das WidentandBinometit für die Zugseile lieträgt dann 

W. = g = g^=U4.4J', 
das Widerstandsmoment für die Druckseite 

4. Beispiel: Welche Flanachenbreite B erhält der in Fig. 91 ange- 
gebene und mit niedrigem Stege versebene, gußeiaerne Ouerachnitt? 




Löeung: (F, + F,)!) = F,ij, + T,ij, 

(Be,+<>e,)e, = B.,(H-|)+de,| 

(Bd + d3d) 3d = Bi)3,5ii + 1(3(>)' 

3B«' + 9d' = 3,5Bd< + 4,6i)>., 
mit d* dividiert, gibt 

3B + 9i)=3,6B + 4,6d 
4,5d = 0,5B 
_«4 



B = 



0,6 



(> = 9 



Das Trägheitemoment beträgt dann nach § 18, Abs. I 
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80 IV. Ahwhnitt, BieguDg. 

© = |(Ei>,'-bh«+ae,") 

, =i[9ili!»-(B-i!)o' + ä(3(t)»] 

„=j(9<'' + "<!') 

„=^36|»'=12<I*, 
das Widerstandsmoment auf der Zugseite 

W, = ^.= -^/=>|£, 
daa WiderBtandemoment auf der Druckseite 



§ 21. Vergleichender Materialaufwand von Quer- 
schnitten gleicher Tragfähigkeit. 

Von besoDderem Interesse ist es, den Materialaufwand von Quer- 
schnittea miteinander zu vergleichen, die ein und dieselbe Tragfähigkeit 
besitzen. 

Nach der im § 14, Abs. 1 aufgestellten Biegungsgleichung „M 
^ W . k" ist die Tragfähigkeit (das Moment) verschiedener Querschnitte 
bei gleicher Maximalfaserspannung direkt proportional den Widerstands- 
momenten derselben. 

Sollen z. B. die im 3. und 4. Beispiele des vorhergehenden § 20 
unter den Flg. 90 und 91 aufgeführten Querschnitte gleiche Tragfähigkeit 
haben, d. b. gleiche Momente übertragen, ao müssen beispielsweise die 
Widerstandsmomente auf der Zugaeite gldch sein. 

1. Beispiel: Werden nun in den bereits genannten, in den Fig. 92 
und 93 nochmals dargestellten Quei«chnitten, zum Zwecke besserer Unter- 
scheidung, die Steghreiten mit dg und ö^ bezeichnet, eo ist 

W,o)=W„., 
oder, die vorher bestimmten Werte eingesetzt, 

1 14,4 V = 12 V- 
Wird nun z. B. 6^ als gegeben angenommen, so bestimmt sieh die 
Stegbreite d^ zu 

' y 114,4 * y 114,4 * 

Die Flächeninhalte der beiden Querschnitte Fj und F^ berechnen 
sich dann zu 
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g 21. Vergleieb. Malerial aufwand Ton Qneraobnitteu gleicher Tragfähigkeit. 81 

Fs = Bj^Jj, 4- Jj (Hb — 5b) = 15,4 djds + «Jslldg = 26,4(Ja«, 
F* = Bi<l4 + "** (H4 — ^4) -- 9tf4<J4 + «J^aJ« = 12^4*. 
Bildet man weiter das Verhältnis zwischen den beiden Querschnitts- 
inhalt«Ti und setzt für dg den vorhergehenden Wert dn, 90 ergibt sich 
Fl — ^1^1 — 26,4 (0,411 JJ» _ 26.4.0,221 84 1 
F^" 12V ~ 12V ~ 12 

woraus Fj = 0,488 F^ folgt. 



- = 0,488, 




DieBes Besultat besagt, daß hei Anwendung des in Fig. 92 ange- 
gebenen Querschnittes gegenüber dem in Fig. 93 eine Materialersparnis 
von 51,2*/') erzielt wird. 

2. Beispiel: Sobald der in Fig. 94 dargestellte Kreisringquer- 
schnitt mit dem in Fig. 95 angegebenen Kreisquerachnitte gleiche Trag- 




Fig. 96. 



fähigkeit heatzen soll, müssen auch hier die beiden zugehörigen Wider- 
standsmomente gleich groß sein, also 

D 32~'W 
D*-d* 



oder 



Wird nun allgemein 



Wehuert, FostigkeitBleh 



^dS. 
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82 IV. Absohoitt. BiegoQg. 

gesetzt, worin c ^ 1 das Höhlunga Verhältnis bezeichnet, so erhält i 

oder D*(l— o*) = d,». 

Für beispielsweise a = 0,7 ist 

djS = D» (1 — 0,7*) ^ D» (1 — 0,2401) = 0,7699 D", 



-y^- 



= 1,12dl 



und d=:aD = 0,7. l,12di =0,78d, folgt 

Die Flächeninhalte sind nun 

f — (0,78d,)=] = ~di«(I,2544 — 0,6( 

= ~A,^. 0,6460 = 0,646d ä ~ . 
4 4 

dl 'ff 

Das Verhältnis beider Flächen ergibt sich dann aus 



.. folgt. 



Das Resultat besagt, daß hei Anwendung eines Kreisringquer- 
schnittes 35,4 V« Materialgewinn erzielt werden iuinn. 

NB. Bei dem letzten Beispiele ist noch ganz besonders darauf auf- 
merksam zu machen, daß — sofern nicht Gründe konstruktiver Natur 
vorliegen — der Materialgewinn in der Regel allein bei der Anwen- 
dung des sich leicht und ohne Schwierigkeit zu formenden Gußeisen materials 
den Vorzug hat, nicht aber bei Sclimiedeeisen und Stahl, wo die kostr 
apielige Bearbeitung den Materialgewinn wesentlich übersüße. 

Aus demselben Grunde wird man auch das Holzmaterial nicht voll- 
ständig ausnutzen wollen; man gibt diesem Materiale lieber die volle 
Form, was umsomehr berechtigt ist, da hierbei den hohen Boarbeitungs- 
kosten noch nicht einmal eine praktische Holzerspamis zur Seite steht. 

Weiter geht aus dem vorstehenden hervor, daß die Spannungen — 
wie bereits im § 14 gesagt worden ist — nach der neutralen Achse zu 
bis auf N^uU abnehmen und daß deshalb auch nur das weiter entfernt 
Uzende Material voll ausgenutzt werden kann. 

Demzufolge wird es — sofern es ohne große Mähe möglich ist 
— stets ratsajn sein, das nach der neutralen Achse zu gel^ene Material 
zu sparen oder, was dasselbe ist, Hohlkörper zu verwenden. 
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§ 22. Graphische Dttrstellung des slatiBChen und Trägbeitamoinentes, 83 

§ 22. Graphische Darstellung des statischen Mo- 
mentes M und des Trägheitsmomentes 0. 

Während in den g§ 15 bis 20 zur Genüge gezeigt worden ist, wie 
die Trägheitamomentbestimmung der einzelnen verschieden gestalteten Flächen 
analytisch vorgenommen werden kann, aollen nunmehr im vorliegenden 
Paragraphen zwei Wege angegeben werden, wodurch die Frage beant- 
wortet wird, wie man bei zusammengesetzten, insbesondere bei unregelmäßig 
begrenzten Querschnitten durch einfaches zeichnerisches Verfahren schneller 
das Trägheitsmoment bestimmen kann, als es durch Rechnung möglich ist. 

Der erste, von Nehls angegebene Weg gibt außer der Trägheits- 
momentenbestimmung einer Fiäche auch noch die Bestimmung des statischen 
Momentes derselben Fläche an. 

Der zweite, von Culmann und Mohr angegebene Weg gibt nach 
ersterem das statische Moment, nach letzterem das Trägheitsmoment einer 
beliebig vorgelegten Fläche. 

1. YerTahrea von Nehls. 

Dieses Verfahren gibt sowohl das statische Moment M, als auch das 
Trägheitsmoment (^ einer vorgelegten Fläche, bezogen auf eine ganz be- 
liebige Achse, in Form einer Fläche an. 



Pie- 96. 

Das M und der in Fig. 96 zugrunde gelegten Fläche F, bezogen 
auf die Achse x, ergeben sich auf folgende Weise; 

Mau ziehe zur gegebenen Achse x zwei Parallelen, und zwar eine 
Parallele |, im beliebigen Abstände h, eine zweite |g durch einen beliebigen 
Umrißpunkt P der vorgelegten Fläche, Von dem Punkte P aus fälle 
man das Lot Pa auf die Parallele ^i und ziehe durcli den beliebigen 
Punkt der Achse x und den Punkt a einen Strahl, der die Parallele 



..Google 



84 



Biegung. 



§g im Punkte m schneidet Fällt man von dem Punkte m abermala 
ein Lot auf die Parallele £,, bo erhält mau einen Punkt b, der, mit 
verbunden, in der Verlängerung die Parallele ^^ im Punkte i schneidet 

Bestimmt man nun für weitere Umrißpunkte F in gleicher Weise die 
Durchschnittspunkte m und i, die auf der durch den jedesmal neu ge- 
wählten Punkt P gehenden, zur x-Achse parallel gericliteten Achse ^^ 
ihre Lage haben, und verbindet man dann die Punkte m und ebenso die 
Punkte i miteinander, eo ei^ben sich die aus Fig. 96 ersichtlichen Kurven 
AmB und AiB. 

Werden nun noch die von den genannten Kurven eingeschlossenen 
Flächen F„ und Fj bezeichnet, so ist 

1. das statische Moment der vorgelegten Fläche F, bez<^n auf die 
X-Achse, 

M = F„.h, 71 

2. das Trägheitsmoment derselben Fläche F, auf dieselbe Achse x 
bezogen, 

= Fi . h 72 

Wird der Abstand h = 1 gewählt, so erhält man 
M = Fm und = Fl . 



2, Allg:ememe Bestimmung des statischen und des Träglieits- 
Mumentes naeli dem Verfahren von Cuimann. 



Bezeichnen in Fig. 97 P,, 
parallele, in ein und derselbe: 
X,. In die in irgend < 



Pg, Pj, Pgeine beliebige Anzahl 

i Ebene E gelegene Kräfte und x, , Xg, 
iner Eichtung gemessenen Abstände der 
Kräfte von einer ebenfalls in der Ebene 
F gelegenen geraden Linie LL, so nennt 
man die Summe 

P.V + J'.V + P»V+ 

. . . 4-P„x„''= i-Px" 

das Moment n'lü Ordnung der Kräfte P 
in bezug auf die Achse LL. 

Im FaUe n = l, also :5Px = M, 
ist das Moment das statische Moment der 
Kräfte P. 

Im Falle n = 2, also .^ Px^ = 0, 
erhält man das Trägheitsmoment ete. 
'^' Da sich nun das slatische Moment 

als Moment 1. Ordnung graphisch darstellen lälät und da die Momente 
2,, 3. ete. Ordnung, wie die Werte 
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§ 22. Graphische Darstellnng des statischen nod Trfigheitsmomenles. 85 

i^Px, ^(Px)s, S(Px^)x, :^(Px»)x, :J(Ps— i)x 

zeigen, auf die Form des statischen Momentes zurückgeführt werden können, 
so hat man, um ^Px^* zu finden, nur nötig, der Reihe nach die genannten 
statischen Moment« zu bilden. 

Von diesen sogenannten höheren Momenten sind für die Praxis in 
der Regel nur die Moment« 1. und 2. Ordnung, d. s, das statiache und 
das Trägheits-Moment, von ■Wichtigkeit,die in den Fig. 98* bis 98^ für 
den in Fig. 98 TOi^iegten Kräfteplan graphisch ermittelt worden sind. 
1. Das statische Ufoment M ergibt sich in folgender Weise: Man 
trage die gegebenen Kräfte P^, Pg, Pj usw. auf einer parallel zu den 
Kraftrichtungen angenommenen Geraden hintereinander an und verbinde 
die Enden der Kräfte mit einem ganz beliebig zu wählenden Pole O, 
dann erhält man das in Fig. 98* dargestellte Kräftepolygou mit den 
Kräften I, JI, III etc. 

Mit diesen Kräften bestimme man weiter durch deren Aneinander- 
reihen das in Fig. 98'' dargeat«llfe Seilpolygon. 

Werden nun die Seil polygonsei ten ao weit geführt, daß sie sich mit 
der beliebig gelegenen, zu den Kräften P,, Pj, P, ete. parallel gerichteten 
Achse LL in den Punkten 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 schneiden, so sind die Dreiecke 

1A2, 2B3, 3C4, 4D5, 5E6 und 6F7, 
welche die Achse LL mit je 2 aufeinander folgenden Seiten des Seilpolygons 
bildet, den ihnen entsprechenden Dreiecken des Kräftepolygons 

GoH, HoJ, JoK, KoL, LoM und MoN 
ähnlich, und es er^bt sich, wenn H die in der Richtung x gemessene 
PolwKte darstellt, 

i = H : P, 
3 ^ H : Pa 
i = H:Ps 
J = H : P^ 
:56 — H:P, 



ö7, 



- H : P„, 



i weiter folgt 



p, 


.x, = H 


lü 


Pl 


!^ = H 


23 


p, 


.j, = H 


34 


p. 


.i, = H 


45 


p, 


.3., = H 


&ti 


p« 


.x, = H 


67 



= H (1 a - 



3 + 34 + 45 + 56 + 67). 



Diai.zodBjGoogle 



86 IV. Abschnitt. Biegung. 

In dem Klanimeratiad rucke eiiid die einzelnen Strecken: 12, 2 3, 
34 usw. mit Berücksichtigung ihrer Vorzeichen zu addieren, die bei den 
in gleichem oder positivem Sinne wirkenden Kräften mit dem Vorzeichen 
der entsprechenden s übereinsümmen. 




Fig. 90. 

Schneiden nun die äußerst«n Seiten des Seilpolygons auf der Achse 
LL die Strecke a= 17 ab, so ist, ohne Rücksichtnahme auf das Vor- 

.2Px = Ha, 78 

womit das statische Moment erbalten ist 
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§ 22. Graphiscbe DarstellnDg des statiiohen und Trägheit BmameDtea. 8? 

Dieses Moment wird positiv, sobald die von der Achse LL recbts- 
gelegenen Moment«, als positiv angenommen, größer sind als die links 
gelegenen oder negativen Moment«, und umgekehrt 

Da andrerseits die Summe der positiven Abschnitt« 34, 45, 66 und 
67 großer ist als die Summe der negativen Abschnitte 12 und 23, so 
ergibt sich auch hieraus, daß das vorliegende statische Moment — Px 
positiv ist. 

NB. Aus der Gleichung 73 ist zu ersehen, daß das statische Moment 
allein von dem Abstände a der beiden, auf der Achse LL gelegenen, 
äußersten Seilpo]ygonseit«n ' — also der Strecke zwischen den Durch- 
schnittspunkten 1 und 7 — abhän^g ist. 

Ist der Abstand a gleich Null, was dann eintritt, wenn die Achse 
durch den gemeinschaftlichen Schnittpunkt R der äußersten Seilpolygon- 
seiten geht (siebe Achse LgL,, in Fig. 98), so ist auch das staHsche 



:jps = 0, 

was besagt, daß der Punkt R der Schwerpunkt des vorliegenden Kräfte- 
planes ist, wodurch die Resultierende geht. 

2. Das Trügheitsmoment Q wird in folgender Weise erhalten: 
Betrachtet man die auf der Achse LL gelegenen Abschnitte 12, 
23, 34 et«, als Kräfte, die in den Eichtungslinien der Kräfte Pj, Pg, 

Pg, wirken, und konstruiert man das in Fig. 98' datgestellte 

Kräftepolygon, so läßt sich mit letzterem wieder ein Seilpolygon A', B*, 

G\ D', konstruieren, dessen Seiten I^, II', III>, IV^ usw. — wie 

die Fig. 98^ zeigt — die fragliche Achse LL in den Punkten 1', 2\ 3' 
usw. schneiden. \ 

Es sind auch hier die Dreiecke des in Fig. 98^ dargestellten Seil- 
polygons 

liA»2i, a'B'SS 3'C»4', 4'Di5S Ö'-EH^ und e^F'?» 
ähnlich den Dreiecken des Kräftepolygons in Fig. 98" 

G'oiH», Hio'Ji, Jio^Ki, K^o^Li, L»o>M' und Wo^NK 
Bezeichnet man nun noch die in Fig. 98* beliebig angenommene 
und in der oben genannten x-Riehtung gemessene Polweite mit h, so er- 
gibt sich in gleicher Weise, wie beim statischen Momente, 
X, : l"i2' = h : l"2 
Xa:2i3'^h:23 
sg : 3^1 = h : 34 
i^ : 4»5i ^ h : 45 
xj : ö'iei =^ h : 66 
xg : 6^^ ^ h : 67 , 
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88 IV. ÄbachDitt. Biegung,. 

woraus aich ergibt 

Xj 12 — h l>2l 
xj 23 — h 2^1 

x, 45 = h 4^' 
x^ 56 = h 516' 
Xa67=li6^'. 
Da ferner unter Hinweis auf das vorher beim Btatischen Momente 
Gesagte die Abschnitte nach Fig. 98'' 

ll = &i, ü-'^ö, 34 = ^, 4-5=^, 6-6=Iä u»d 

sind, so erhält maa dut«li Einsetzen der Werte 

Ä^ = k flj', woraus P, . X," = H . h 112' folgt, 

^'j^' = h 2T3', „ P, .V = H.h2'i3' „ 



^r='». 


. Pj 


V 


= H . h S'!' 


^-^'=kPi', 


. p. 


■ V 


= H.li4>6> 


^4^-h5lS.. 


.. Pj 


•V 


= H . h M' 


55S = h6^., 


. p. 


Xg* 


= H.h6l7' 



Durch Addition dieser Gleichungen erhält man dann • 
Trägheitsmomen t 

= :SPxä = Hh(l^-|-2»3'i f 3»4^+4^+6"i6'^-|-6i7Tj 

„ =Hhb 74 

worin der Klammerausdruck die Strecke b bedeutet, welche die äußersten 
Seiten des 2., in Fig. 98^ dargestellten Seilpolygons auf der Achse LL 
abschneiden, und welche stets positiv ist, sobald alle Kräfte in gleichem 
(positiven) Sinne wirken. 

Wird H mit dem Kräftemaßstabe gemessen, so stellen b und h 
Jjängen dar. 

NB. Sieht man die aui der LL-Achse gelegenen Abschnitte 1'2', 
2'3', 3'4' et«, wiederum als Kräfte an und verfährt man wie vorher, so 
wird damit das Moment 3. Ordnung erhalten. 
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§ 32. Graphische Dantellung des atatJBchen und TrEgheiUmomenl««. 89 

Durch Forteeteung dieses Verfahrens kann man mit Leichtigkeit 
jedes höhere Moment von beliebiger Ordnung erhalten. 

3. Bestimmung des Trügheitsmomentes nach dem Terfahreu 

von Mohr. 

Mit Hilfe des vorher erhalt«neii 1. SeilpolygonB A^BjCj 

mit den Beilen I, II, III usw. läßt sich auch — - ohne weitere Polygone 
konstruieren zu müssen — das Trägheitsmoment, bezogen auf die Achse 
LL, wie folgt, ermitteln. 

Der Flächeninhalt Fm, der von dem 1. Seilpolygoue , und zwar 
von den äußersten Seiten I und VII einerseits und von der Achse LL 
andrerseits, also von der Fläche 1ABCDEF71 gebildet wird, ei^ibt 
sich zu 

Fa. = /\ (1A2 + 2B3 4- 3Ci 4- 4D5 + 5E6 + 6F7) 

„ =-|(12h, + 23hj + alba 4- ib\ + ööbj + 67ha} 

„ = I Bin a (12xi + 23 Sa + 3"4xj + 45 x. + &6X5 + eTxg) 

.- = i^ (Pi^.^ + Ps^' + P,^»' + P* V + Ps^s* + Ps V) 



Hierin bezdchnet a den Winkel, den in Fig. 98 die parallelen 
Kräfte P mit den x-Richtungen einschließen. 

4. Beziehungen zwischen zwei auf parallele Achsen bezo^ne 
Trägheitsmomente. 

Bezeichnet die Achse LqLq, me bereits in Fig. 98 angedeutet wurde, 
die durch den Schnittpunkt R der äußersten Seilpolygon seilen gehende, 
parallel zur Achse LL gerichtete resultierende Achse und haben die Kräfte 
P], Pg, P3 usw. von der letzteren die in Fig. 99 eingeschriebenen, in der 
x-Richtung gemessenen Abstände ^1, ^g, fj usw., so Ijeträgt das auf die 
Achse LijLu bezogene Tr^heitsmoment &g: 

0p = :sP|«, 

und das atatische Moment — wie bereits unter 1 erwähnt — , bezogen 
auf dieselbe Achse L(,Lo, 

-^P^ = 0. 
Wird nun noch mit e der ebenfalls in der x-Richtung gemessene 
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00 fV. Abechnitt. Uiegang. 

Abstand der Achse LL von der LgLg -Achse bezeichnet und setzt man 
X ^ § -{- e , so erhält man 

e = Srx' = SPQ + e)" = iP|> + 2eJP| + e'^P 
„ = iPä' + e'iP, 
oder e — Q^ + e»^P. 

1 

I / / 

I fijßf f 

j--^i--H / // / / 

/ / f%^ i ! 

9/ / '4 

Fig. 99. 

In derselben Weise ei^ibt sich für eine andere im Abstände e^ von 
der L^Lo -Achse gelegene Achse L,L| das TrSgheitemoinent 
0, ^©„-llei^iP. 
Bildet man die Differenz zwischen den letzten beiden Gleichungen 
für Q und 0,, so ist 

0, — 0=(ei^ — e»):iP. 

5. Bestimmung des Trägheitsmomentes einer beliebigen FISelie. 

Soll das Trägheitsmoment einer beliebig gestalteten Fläche, z. B. des 
in Fig. 100 dargestellten Querschnittes einer Eisenbahnschiene, bezogen auf 
eine beliebig gerichtete und gelegene Äehse, graphisch ermittelt werden, so 
zerlege man den Querschnitt in der gegebenen Achsen rieh tung in eine 
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§ 23. Die verschiedenen BelagtaiigsfäUe. Die Uomeaten Sachen. 



Anzahl leicht bestimm- 
barer Flächen stücke, 
deren Inhalte f„ f^, f^ 
etc. man als Kräfte 
auffaßt, die in den 
Schwerpunkten 8„ Sj, 
S3 etc. angreifen. 

Hierauf verfahre 
man in der bereits im 
Abs. 2 dieses Paragra- 
phen 
der Fig. t 
Weise. 




'Ji 



~i 



§ 23. Die verschiedenen Belastungsfölle. 

Während in den g§ 14 bis 21 vorwiegend die bei der Biegung eines 
Körpers oder Trägers wachgerufenen, im Innern desselben auftretenden 
Spannungen und Beanspruchungen besprochen worden sind, sollen nun- 
mehr in dem vorliegenden Paragraphen die äußeren Beanspruchungen Be- 
rückaichtjgung finden , die sich infolge verschiedenartig auf den Körper 
oder Träger einwirkender Belastungen ergeben. 

In der Hauptsache kommt es also hier darauf an, das im § 14, 
sub 1 genannte, der allgemeinen Biegungsgleichung zugrunde liegende 
Biegungsmoment für jeden beliebigen BelastuDgafall zu bestimmen , um 
damit die sich aus dem Widerstandsmomente ergebenden Querschnittsab- 
messungen des Körpers ermitteln zu können. 

Diese Momentenbestimmung läßt sich für die einfachen Belastungsfälle 
sehr leicht mit Hilfe des mechanischen Satzes: 

Die algebraische Summe der um einen Drehpunkt 
wirkenden Momente muß gleich Null sein, durchführen. 

Außer diesem sind bei den einzelnen Belastungsfällen sowohl die 
zugehörigen Momenten- und Transversalkraftflächen, als auch die Glei- 
chungen der elastischen Linien und der größten Durchbiegungen angegeben, 
die mit Hilfe der im § 14, Abs. 4' angedeuteten, der höheren Analysia 
angehörenden allgemeinen Gleichung der elastischen Linie entwickelt wor- 
den sind. (Siehe einige in § 14, Abs. 4*' angegebene Näherungswerte.) 

Was die Momentenflächen betrifft, so geben sie eine bildliche 
Übersicht über die in den einzelnen Trägerarten auftretenden Bean- 
spruchungen. Die Konstruktion dieser Flächen ergibt sich entweder mit 
Hilfe des in S 22, Abschnitt 2, 1 aufgeführten Seilpolygons , oder man 
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92 IV. Äbichnitt. Biegung. 

^i^rägt, beispielsweise von einer horizontalen Linie ausgebend, in einem be- 
liebig zu wählenden Maßstabe — der jedoch bei der Diurchführung eine« 
Bdspielea beibehalten werden muß — , die für die einzelnen Querschnittsstellen 
dmxjb Rechnung bestimmten Biegungsmomente zweckmäßig so auf, daß 
alle auf einen beliebig angenommenen Querschnitt bezogenen rechtsdrehen- 
den oder positiv genannten Momente senkrecht nach tinten, alte links- 
drehenden oder negativen Momente dagegen senkrecht nach oben angetragen 
werden. Unter dieser Annahme ergibt sich die Lage der Momentenflächen 
unterhalb der angenommenen Horizontallinie, falls ein Träger, Balken etc. 
nach unten durchgebogen wird; im Falle einet Durchbiegung nach oben 
liegt auch die Momentenfläcbe oberhalb. 

Da nun die Große der zwischen zwei Laststellen gelegenen Biegungs- 
momente nur allein von den Abständen der fraglichen Querschnittst«llen 
abhängig ist, d. h, im proportionalen Verhältnisse steht, so werden diese 
Momente durch eine gerade Linie begrenzt, welche die Lb,s [stellen momenl« 
verbindet Es ist deshalb beim Konstruieren der MomentenOache auch 
nur nötig, die an den Laststellen auftretenden Biegungsmomente rechnerisch 
zu ermitteln und in der angegebenen Weise aufzutragen. Die Begrenzungs- 
linie der Moment«nfIäcbe bildet dann eine gebrochene Linie, die bei einer 
über die Körperlange ganz oder auch nur teilweise gleichmäßig verteilten 
Belastung, soweit die letztere reicht, in einen Parabelbogen übei^eiit, zu 
dessen Konstruktion man die gleichmäßige Belastung als eine beliebig 
große Summe gleichgroßer Einzellasten ansehen kann, deren Biegunge- 
momente in der vorher beschriebenen Weise aufzutragen sind. Die Ge- 
nauigkeit der Begrenzungskurve hängt natürlicli ganz von der Anzahl der 
aufgetragenen Momente ab. 

Beachtung verdient noch die Tatsache, daß an den Stellen, wo eine 
Einzellast wirkt, die Momentenfläche stets eine Ecke hat, gleichviel ob 
an dieser Stelle zu gleicher Zeit stetjge Belastungen wirken oder nidit 
Im ersteren Falle bildet sich die Ecke aus gekrümmten, im letzteren 
dagegen aus geraden Linien, 

Zu einem Scherkraftdiagramm gelangt man durch die Über- 
legung, daß die einen Körper auf Bi^ung beanspruchenden Vertikalkräfte 
den Körper auch gleichzeitig auf Abscheren beanspruchen. Die in jedem 
Querschnitte des Körpers auftretende Scherkraft ergibt sich aus der 
algebraischen Summe aller Kräfte, die, von der fraglichen Querschnitts- 
stelie ausgehend, auf der linken oder rechten Seite des Körpers auf ihn 
einwirken. Wenn nun auch in den meisten Fällen die in den einzelnen 
Querschnitten auftretenden Schubspannungen gegenüber den Biegungs- 
spannungen so klein ausfallen, dalä sie vernachlässigt werden können, so 
bietet doch immerhin das sehr einfach und schnell konstruierbare Scher- 
kraftdiagramm eine nicht zu unterschfitzende Übersicht über die einzelnen 
Scheranstrengungen. Bei der Konstruktion des Diagramms ist darauf zu 
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§ S3. Scherkraftdiagramm. Der FreitrSger. 93 

achten, daß bei nur mit £inzeUasten belasteten Körpern an den Be- 
lastungsstellen eine sprungweise Änderung der Scherkraft eintritt, während 
sie zwischen den Belastungsstellen konstant bleibt. 

Die Begrenzungslinien bilden in diesem Falle eine abgetreppte Figur. 
Siehe Fig. 102, 104, 107, 108—112, 117 und 120. Bei den Körpern 
mit ganzer oder auch nur mit teUweiaer eteliger Belastung dagegen ändern 
sich die Scherkräfte innerhalb der stetigen Lastverteilung auch stetig, was 
im Diagramm durch eine schräge gerade Linie dargestellt wird. Siehe 
Fig. 105, 113, 116, 116, 118 und 121. 

Eine sprungweise Änderung der Linie findet z. B. an solchen 
Stellen statt, wo ^^nw, gleichmäßigen Lastverteilung noch Einzelkräfte 
hinzutreten, ^iehflflEnw, 114, 119 und 122. Wie die Fig. 107 bis 
123 ^J^^^^lasanVI'^gen die größten Biegungsmomente an den Stellen, 
wo dil^^^Kräfte ihre Vorzeichen wechseln, d. h. wo In den Transyersal- 
kraft ^l^ßchubkraftdiagrammen die horizontalen Trägerachsen durch- 
schnitten werden. Man kann deshalb auch die letzten Diagramme zur 
Bestimmung der Lagen der ani meisten beanspruchten Querschnittsstellen 
und der damit im Zusammenhange stehenden größten Biegungsmomente 
benutzen, was bei komplizierten Belastungsfällen, die sonst weitgehende 
Rechnungen erforderlich machen, besonders wichljg ist. 

a) Der Preiträger. 

Unter einem Freiträger versteht man einen an einem Ende fest ein- 
gespannten Träger, der in beliebiger Weise belastet sein kann. 

Mit der Einspannung des Trägers ist der Begriff verknüpft, daß 
die in g 14, sub a, 3 und 4 und b, 1 und 2 genannte elastische Linie an 
der Einspann stelle die ursprünglich gerade Trägerachse zur Tangente hat. 

Die Einspannung des Tr^^ers kann man sich beispielsweise so vor- 
stellen, daß das eingespannte Ende durch zwei, wie aus beistehender 
Fig. 101' ersichtlich ist, entgegengesetzt gerichtete und unveränderlich 
wirkende Auflager gehalten wird. Als Einspann stelle gilt die Querschnitts- 
stelle A. 

Will man nun die beiden Auflagerdrücke an der Stelle A und C 
bestimmen, so denkt man sich nach Fig. lOl*" zwei gleiche, aber entgegen- 
gesetzt gerichtete Kräfte -|- P und — ■ P an der Ein spann stelle A ange- 
bracht, wodurch an dem Gleichgewichtszustande nichts geändert wird. 

Wird von dem Eigengewichte des Trägers abgesehen, so wirken an 
ihm drei Kräfte, nämlich die am freien Ende B wirkende Kraft P und 
die beiden an der Stelle A zugefügten Kräfte + P und — P. Von den 
letzten beiden^ Kräften kann man sich die Kraft -|- P durch die Auf- 
lage A aufgehoben, d. h. wirkungslos denken, so daß nur noch die beiden, 
an der Stelle A mit — P und am freien Ende B mit -)- P wirkenden 
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94 rv. Äbgcbnitt. Biegung. 

Kräfte in Frage kommen, die mit der freitragenden Trt^rlänge 1 ein 
rechtsdrehendes Moment M ^ PI bilden. 

Dieses Moment muß 
^ nun durch ein innerhalb 
der eingespannten Strecke 
r AC zur Wirkung kommen- 
des Gegenmoment — M ^ 
PjX ins Gleichgewicht ge- 
bracht werden, woraus die 
Q Bedingung 

f # .- . Pl^PjX 

* I I sich ,Ft^bt, » 

Jj. 1 "Den an ^^telle C 

Tö «O anzuordnenden W^fierlager- 

. druck Pj erhält man dann 

i_ aus der vorliegenden Gleich- 

~v _ gewichtsbedingung zu 

»jE 1 p.=" ■ . ™ 

^ 1 Denkt man sich nun 

'" S ta, ^ nach Fig. 101" auch diesen 

' Druck an der Einspann- 

I stelle A als + Pj und 

_ ^ — Pi zugefügt, so hebt sich 

der erstere Druck ~\- Pj 
mit der Auflage A auf, 
während der letztere Druck 
^ - — P^ mit dem Widerlager- 

d rucke bei C das linka- 
drehende Moment bildet. 
Die Auflage A et^ibt 
Fig_ 101. sich dann nach dem vor- 

hergehenden zu 

A = P+Pi = P + — =p(l + -) .... 77 

Anmerkung: Die verschieden hohen Widerlagerdrücke bei A und 
C, die um so größer werden, sobald die Strecke x im Verhältnis zur 
Länge 1 sehr klein wird, geben sehr leicht die Veranlassung zu einer Zu- 
sammendrückung des ünterstützunga- als auch des Trägermaterials an den 
Widerlagerstellen A und C, 

Infolge der Zusammendrückung wird aber eine Lt^Hiiderung der 
Auflngcstellen A und C aus der Horizontalrichtung so eintreten, daß der 



DigitizedOyGoÜglc 



g 23. Der dnrch e 



1 freien Ende beUetete Frei 



Träger bei A abwärts und bei C aufwärts bewegt wird. Durch, diese Be- 
wegung tritt nun aber eine Neigung des Trägers aus seiner Anfangslage 
ein, womit die am Eingänge dieses Abschnittes ausgesprochene Voraus- 
setzung, die elastische Linie habe an der Ein spann stelle A die anfäDglich 
gei-ade Trägeracliae zur Tangente, nicht mehr genau zutrifft. 

Die Zusammendrückung des Materials wird auch dann noch — wenn 
auch in weit geringerem Maße — zu erwarten sein, wenn, so wie es in 
Fig. 101^ an den Auflagestellen A und C der Fall ist, die Widerlagerdrücke 
auf untergelegte Platten einwirken, 

i. Der durch eine Einzellast am freien Ende belastete Freiträ^r. 

Für ■ den aus 
Fig. 102 ersichtlichen, 
beliebigen Querschnitt 
BB, der von der Ein- 
spannstelle AA den 
Abstand x bat, ergibt 



moment 

M, = F (1 ~ x) 
Da nun 



für 



X ^ das Moment 
Mi seinen größten 
Wert 

M„„ = PI . . 78 
erreicht, so findet auch 
nach § 14, 1 die 
größte Beanspruchung 
an der Einspannstelle 
A A statt , weshalb 
man auch diesen Quer- 
schnitt als den ge- 
fährlichen Querschnitt 
bezeichnet 

Uie Gleichung der 
elastischen Linie für die 
Darchbiegung an belie- 
biger Stelle des Ti'ä- 




rdBjGoogle 



IV. ATwcbnitt, Biegnng. 

Die grö&te Durchbiegnng beträgt für x -^ 1 

IP]" I Mal' 

3Ee"3 Ö ■ 
Der gi'Qßten DnrchbiegDog S entspricht dann auch der grQ£te Winkel ^, der 
n der Kurventangente und Horiaontalen gebildet wird. Er wird gefunden ans 




U-U-J, 



1 PI' 1 HU 



Anmerkung: Wirkt die Einzellast P, nicht am Ende des Frei- 
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S 33. Der durch mehrere EinzellasteD belastete Freiträger. 97 

trägere, sondern au einer beliebigen Stelle, so wird nach Fig. 103 das 
größte BiegungamomeDt 

M™, = P,1,, 
die Durchbiegung ar. der Laststelle, wie vorher, 

Die DnrchbiegoDg am Ende ergibt sich dann auB 

Anai = rfj -t S, = i, + (l — l,)ain^. 
Da nun aber für kleine Winkel ,sin9i=tf;7* gesetzt werden kann and 
1 Fl li' 



tg5p = 
erhSlt man die grGfite Durchbiegung 



2. Der durch mehrere beliebig vert«iUe Elnzellasten belfistete 

Freiträger. 



Bieg un gsmoment 
ergibt sich für den 
in Fig. 104 dar- 



Mn.«^ 



i-pl. 



stungefall wieder 
an der Einspann- 
stelle zu 
M„„ = P,1,+ 
+ P,1, + P,1,+ 
+ P4I4 ■ ■ "-9 
oder allgemein 



Anmerkung: 
Da jede einzelne 
Last eine größte 
Durchbiegung des 
freien Trägerendes 
veranlaßt, so er- 
gibt sich die ge- 
samte Durchbie- 
gung aus der 
Summe der Ein- 
zeldurchbiegungen, 
Dieses Verfahren 
nennt man das 



_L 



-I.-H 



f ^ 
J^ 



1-1,- 
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98 IV. Abschnitt. Biegung. 

Prinzip der Ü berein anderlagerung (Superposition), womit man verwickeitere 
Belastungsfälle auf einfache Fälle zurückführen kann. 

Wirken Lasten entgegengesetzt, so werden die zugehörigen Durch- 
biegungen subtrahiert. 

f a 



I...J 



etffi. [....tf;.?.. 



CMHi^^Hw^/Cfiocfoe 








Fig. 105, 

3. Der Über die ganze Lüng^e gleichmSSig verteilt belastete Freiträger. 

Ist ein Träger, wie Fig. 105 zeigt, über seine ganze Länge mit 
einer Gesamtlast Q gleichmäßig verteilt belastet, sü kann man sich die 
Last Q im Schwerpunkte S konzentriert denken. 
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Der gleidim&Qig mit and oboe Einzellast belastete FreitrSger. 99 

an wegen der gleichmäßigeii Laatvert^ung der Schwerpunkt S 



BieguDgamomen t 

«—1' ■ ■ ■ - 

Für «neu beliebig im Abstände x v(in der Einspannstelle gelegenen 
Querschnitt beträgt das zi^ehörige Moment 

wenn p die gleichmäßige Belastung für die Längeneinheit bedeutet. 
Die GleichnDg der elastischen Linie lantet 

Die größte Durchbiegung beträgt dann für zr::! 
1 pl' ._ 1 Ql'_l Qgl° 

8 Ee~ 8Ee~ 8 9 
und der daza gehörige Winkel 



4. Der über seine ganze Lilnge gleichmäßig verteilt und am 
freien Ende mit einer Einzellast belastete Freiträger. 
Nach Fig. 106 ergibt sich das Biegungsmoment für den beliebigen, 
um X von der Einspann stelle abstehenden Querschnitt BB aus 

M. = P(l-,) + p'i=i^". 
Für X ^ erlangt Mi seinen größten Wert 

M.„=Pl + pL" = Pl + Qi = (p + |)l ... 81 
Die Gleichung der elaatiachen Linie heißt 

--iR('-b)+-H"-§"+")]-^ 

die größte Durchbiegung am freien Ende erhfilt man für x^l mit 

'=l(l+^)'-=l(M)'-l ^ ■■■ 

Der grSßten Dnrohbiegnng eutspriclit der Winkel 

^ 2 Ee"^ 6 Ee 2 Ee 

Anmerkung: Auch hier gilt für mehrere Einzella9t«n das im 
Falle 2 genannte Prinzip der Obereinanderlagerung. 

NB. Bei weiteren Belastungsarten stellt das masimale Bieguiigs- 
moment gleichfalls die algebraische Summe der von den einzelnen Be- 
lastungen hervorgerufenen Biegungsmomente dar. 



^iüügle 



IV. Abschnitt. Biegung. 









.i 







Soll bei einer Konstruktion das Eigengewicht eines Trägers mit Be- 
rücksichtigung finden, so kann es als eine über die gnnzo Lfinge des 
Trägers gleichmäßig verteilte Belastung angesehen werden. 
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§ 23. Der frei auf ivei Stütien liegende Träger. 101 

b) Der frei auf zwei Stützen liegende Träger. 

Sobald ein Träger auf 2 Stutzen gelagert ist, müssen zuerst die 

Auflage- oder Reaktiousdrücke bestimmt werden. Sie lassen sich ebenfalls 

sehr leicht nach dem bereits am Eingange dieses Paragrapbei 

Satae der Mechanik: ^ 

„Die algebraisobe Summe ^ 

der um einen Dreh- 
punkt wirkenden Mo- 
mente muß im Falle 
des Gleichgewichtes 
gleich Null sein", 

bestimmen, sofern an SteUe 

eines L^erdruckea ein Dreh- 
punkt gedacht wird, um den 

sich der Träger bewegen kann. 
Während man nun auf 

diese Weise beide Reaktionen 

ermitteln kann, genügt es auch, 

nur eine derselben nach dem 

genannten Hebelgesetze zu be- ^^ 

stimmen, während die zweite 

Reaktion sich mit Hilfe des 

weiteren mechanischen Satzes : 
„Die algebraische Summe 
der in einer Richtung 
wirkenden Kräfte muß 
im Falle des Gleichge- 
wichtesgleich Null sein", Fig. 107. 

angeben läßt, was in den 

meisten Fällen viel schneller zum Ziele führt. 

1. Der Triiger ist in der Mitte mit einer Einzellast belastet. 

Die in Fig. 107 angegebene Belastung P verteilt sich auf beide Auf- 
, weshalb die Reaktionen die Werte 



ctcoult^topCf/Uu^ 



^Uu^iaMM. iinU- , 



pr:?. 



A = — und B ^ — 



erhalten. 

Sieht I 



in nun die in der Mitte li^;ende Laststelle als Unter- 
1 wirkt der vorliegende Träger ebenso wie 2 Freiträger, an 



deren freien Enden die Kraft — angreift 
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102 



IV. Abschnitt. BiegDDg. 



1 



Das größte, im Abstände — von. A oder B gelegene Biegungsmoment 
ergibt sieb dann aus 

M,^ = A^ = 



PI 



Die GleichuDg der elastischen Linie wird aus der zu Fig. 102 gehSrigea 
Gleichnng so gefunden, daß man ftlr P und I die Werte - und ^ einsetzt; man 
erh&lt somit 



i 





i 




afl._„l.. ^... 


i::t« 


*!— 


i^ 


— ♦ 



vt»»tMt*v£ntWäc4* 



• ■■iiiiiiiiiiiiii 

' j lllllllllllUHI.III 




'M<^'' 



sd '•'-'•) 



Die grOfite Darchbie- 
gang erhält man dann fQr 



ä. Der Träger ist an be- 
liebiger Stelle mit einer 
EiuzelLast belastet. 
Zur Bestimmung der 
aus Fig. 108 ersichtlichen 
Reaktion A lege man, wie 
Fig. 108" zeigt, in B den 
Drehpunkt, dann ergibt sich 

AI — Pb = 0, 
woraus 

A = ^ folgt. . . 84 

Um nun B zu ermit- 
teln, lege man entweder den 
Drehpunkt, wie Fig. 108" 
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§ 23. Der Träger ist mit einer, bezw. mehreren EinseUaBlen belastet. 103 

oder man bildet den Summensatz 

A + B — P = 0, 

■X. ^ n T> A T> Pf" PI — Pb 
woraus sich dann n = Jr — A = F =- = j 

_ p(i-b) _p. 
"- — I r *^ 

bestimmen läßt. 

Das größte, an der Lastetelle P liegende Biegungsmoment ei^bt sich 
nach Fig. 108' durch Annahme der Lastatelle ala Unteratützungs- oder 
Drehpunkt, wodurch der TOrliegende Träger in 2 ungleich lange Freitri^r 
zerlegt wird, an deren freien Enden die Kräfte A, bezw. B wirken. 

Die gleichgroßen biegenden Momente der Freiträger bilden dann 
das größte Biegungsmoment 

■» » ■"•' -'■ 



1 I 

oder „ =Bb = ^b = p!j'' 

Die Gleichung der elasUacheD Linie fQr die rechte TrSgeraeite lautet 

fOr die linke Seite dagegen 

^'~Ee"6rl,^a + b^«^/- 
Die größte Durchbiegung ergibt sich fDr 

KU 

, P l»b-a' 

3. Der Träger ist durch mehrere Einzellssten belastet. 

Nimmt man in Fig. 109 den Drehpunkt bei A an, so ergibt sich 
die Reaktion B zu 

Bl — P,l, — Pglg — Palj — P4I4 = 

oder B = - ^^T: . a « Tj !^ « »~ . *_* 87 

Die zweite ReaktJon A folgt dann aus 
A + B — Pt — Pa — Pg — P4 = , 

A^Pi + Pa + Ps + P^ — B 88 
Der gefährliche, die Wahl des Trägereisena bestimmende Quer- 
schnitt liegt nun an der Laststelle, woselbst das Bi^ungsmoment am 



DigitizedOyGoÜglC 



104 IV. Abschnitt. Biegung. 

größten ist; es ist deshalb notwendig, daß für jede Laststelle das Bi^ungs- 
moment bestimmt wird. 

Um die Momente der 
Eeihen folge nach zu be- 
rechnen, denke man sich, 
wie in Fig. 109' bis 109* 
dargestellt ist, in jedem ein- 
zelnen Falle den Dreh- oder 
Unterstützungspunkt an die 
Ivaststelle gelegt, für die 
das biegende Moment fest- 
gestellt werden soll. 

Auf diese Weise wird 
der voi^legte Träger wieder 
in zwei Freitr^er zerlegt, 
die an der Unterstützungs- 
stelle ihren größten gemein- 

achaftlicheu Querschnitt 
haben, für den die beider- 
seitig biegenden Momente 
gleich groß sind. Es ist 
deshalb auch gleichgültig, 
für welche Seife das Mo- 
ment in Rechnung gezogen 
wird; der Zweckmäßigkeit 
halber wählt man am besten 
dioSeite, woran die wenigsten 
Kräfte angreifen. 

Danach ergeben sich 
die Momente : 

1. an der Laststelle P, nach Fig. 109' 

M, =A1, 
oder auch „ = B(l — I,) — P^ {1^ — li) — P, (Ig — 1,) — Pg (Ij, — IJ, 

2. an der Laststelle Pg nach Fig. 109'' 

Mj = Al„ — Pjflj — 1,) 
oder auch „ = B (1 — l^) — P, (I, — Ij) — Pj (Ij — Ij), 

3. an der LaststoHe Pg nach Fig. 109' 

M, = AI,-F,(l,-I,)-P,{l3-1,) 
oder auch „ = B (1 — lg) — Pj (1^ — IJ , 

4. an der Laststelle P^ nach Fig. 109'^ 

M, = Al,-P,(l,-l,)~-P,(l,-l,)-F,{\,~l,) 
oder auch „ ^ B (1 — 1^) . 
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§ 33. Der Trager ist durch zwei Byrnmetriech liegende Einzellast«a belastet. 105 

4a. Der Trä^^er ist <iiircli zwei symmetrisch liegende, gleichgroße 
ßinzellaaten innerhalb der Auflager beansprucht. 

Wegen der aus Fig. 110 ersichtlichen symmetrischen Belastung des 
Trägere kommt auf jede Auflage die Hälfte der Gesamtbelastung, also 

Ä == P und B = P 89 

Um das der Dimen- „ -j 

sionieruDg des Trägers zu- fiT SJ . 

gründe zu legende , größl« 1 ä 1 

Biegungsmoment zu bestim- r- ■■ * - j- ' n 

men, ermittele man zunächst fl. ^ Ju-X-^ L-—. a. JÄ 

das Moment für einen beliebig 1 ; [ X. J _ <J 

zwischen den beiden Last- | j | | 

stellen P gelegenen Querschnitt ; ^I^M^Atvvtc^iKä^i&t' ' 

C, der beispielsweise von der k^ ' 

linken Laststelle den Abstand 
X bat; dieses Moment beträgt 

„ =^ P (a + x) — Px '• $ywJm.a^ACLC^ 

" °Dat„!%T. "Seienden ft |l Illlllllllltt^ 

Momente für alle zwischen der j gfli 

ünterstützungs- und Lastslelle | - 

liegenden Querschnitte, des I > ©Iftattaefe«. Äi*M* 

kleiner als a betragenden Ab- L~- j-. ,--- 

Standes halber, kleiner werden, i ^~"""~~~Ä.~^ '^ 

so ist das innerhalb der beiden [- — X—^i » ' • 

Laststellen gleichbleibende, 1- i -r\ 

größte Biegungsmoment , wie ' 
oben bereits angegeben ist, 

M„„ = Pa 90 

Die GleichQDg der elastischen Linie beträgt 

«■- M» l"'" -*-■)- 45Y9 «"•—«-■' = 4« <""■-- »'■>• 
Die gT3£te Durchbiegtmg ergibt sich fUr x ^ „ ^i 

24E"e~24" e ~24 B '' 

4 b. Der Träger ist durch zwei symmetrisch liegende Einzellasten 
außerhalb der Auflager beansprucht. 

Da die in Fig. 111 vorliegende Belastung symmetrisch auf den 
Träger einwirkt, so erbalten die beiden Auflagen A und B je die Hälfte 
der Gesamtlast, also 

Ä'= P und B — P 91 
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106 IV. Abschnitt. Biegung. 

Für eine beliebige, im Abstände x von der Auflage A gelegene 
Querschnitt»stelle C ei^ibt sieb das Biegungsmoment zu 
Mi = Ax — P{x + a) = Ax — Px— Pa = Px — Px — Pa = — Fa. 

Dieses Kesultat be- 
Jr sagt, daß die Biegungs- 
momente für alle Quer- 
schnitte innerhalb der beiden 
Unterstützungen A und B 
gleich groß, dagegen für 
alle außerhalb der Auflagen 

gelegenen Querschnitte 
kleiner werden. 

Das größte Moment , 
beträgt deshalb 

M„„ = Pa . . 92 




llilef 



^-=9:I^H- 




k'). 



Der konetante ErOmmungshalbmesser ist 



Die grSßte Dai'cIibieguDg 
e^ibt sich für x = ^^ zu 
_ 1 P^^l' _ 1 Pal'a 

8 E e 8 e ' 

die DarchbiegUDg fQr die an 
den freien Enden gelegenen 
Laatstellen aus 

P /a' , a'l\ 



~Ma' 



5. Der TrUger ist durch mehrere Einzellttsten innerhalb und 
auierhalb der liagerstelleu belastet. 
Um die Reaktion A zu erbalten, nehme man in Fig. ]12 den 
Drehpunkt bei B an, wodiut;h der daselbst vorhandene Auflagerdruvk für 
die Biegung wirkungslos wird. Es ergibt sich dann 
Al-j-P,l, + P,l8-P,a + l.) + Pi,(l-y +P8(l-la) +?*(!- u 
oder 

, P,(l + l,)4-P,(l-l,)+P,(l-y+P,{l-l4)-P5ls-P«l8 
Ä - -^ . 



-"-5 . 93 
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§ 23. Der Trä^ti ist dnrch mehrere Einzellasten belattel. 
Die zweite Kenktion B zu 

oder B=:5P— A 




i 1 wJliv^Xna^i^iicuX)* 

iftiiiliiilir ''""'"jtbiMiiMrii4iiMM^' 



Fig. 112. 

Das m»xinia1c Biegungsmoment et^ibt sich nun, wie unter 3 bereits 
gesagt norden ist, als das größte der hier in Frage kommenden bei Ä, 
P2t Pg. P4, B und Pj gelegenen Momente. Diese 6 Biegungsmomente 
ergeben sieh, wie folgt: 

1. an der I,aststelle A nach Fig. 112» (linke Seite) 

Ma ^P,l,, 

2. an der Laststelle Pg nach Fig. 112'' (linke Seite) 
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lOS IV. Abichnitt Bi^^ng. 

3. an der Laststelle P, nach Fig. 112° (linke Seite) 

M, = P, (1, + Ij) - AI3 + P, (1, - U 

4. an der Lastetelle P^ nach Fig. 112'^ (linke Seite) 

M, = P. (1, + IJ - AI, + P. (1, - 1,) + F, (I, - I3), 

5. an der Laststelle B nach Flg. 112* (rechte Seite) 

M5 = Päl5 + Pe]«, 

6. an der Laatstelle Pg nach Fig. 112^ (rechte Seite) 

M, = P. 0,-15). 
6. Der Träger ist (^leichmSSi^ über seine ganze LKnge belastet. 
Li Fig. 113 sind wegen der symmetrischen Ijastverteilung beide 
Auflagerdrücke gleich groß. 

^^ Bezeichnet Q die gleich- 

mäßig verteilte Last, so ist 



ttlll 



imuimii 



?%P/^mA^^iruKA*fc*' 



cic^yah^/ia^Xac^ 



95 

Für einen beliebigen, im 
Abstände x von der Auflage 
A gelegenen Querschnitt CC, 
an welcher Stello man sich 
den Drehpunkt denken kann, 
ergibt sich das biegende 



= Ax — px — 



^■""■"«^^^ilB^ 



x(Q-px), 



^ » I nuiiii p die gleichmäßige Be- 

Vf-CMOAcht. otvvvu- lastung für die Längeneinheit 

darstellt und die Gesamtlast 
Q=pl ist. 

Das größte Biegungs- 
moment ergibt sich dann für 
1 




Die Gleichung der elAstischen Linie ist 



Q\ Ql 
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^ 23. Der Trager iat gleichmäQig and d 



r E^zellast belastet. 



Die grS£te DQrchbiegang für x ^ 



^ beträgt 
5^ Qal> 



7. Der Träger ist gleitthniäiig über seine ganze Länge und 
außerdem durch eine unsymmetrisch gelegene Einzellast belastet. 

Die in Fig. 114 vorliegen den Auf lagerreaktionen A und B ergeben 
9ich unter der Voraussetzung, daß die Einzellast P allein auf den Träger 
einwirkt, nach dem 

Abschnitte b, 2 dieses W Q, 

Paragraphen zu ILLLLL iJ_LLUJ_LLLL 



Pb 
" 1 

Pa 
" 1 ■ 



und 



B: 



2 



Da nun im vor- 
liegenden Falle beide 
Lasten gleichzeitig 
auf den Träger ein- 
wirken, so ergeben 
sich die Auflagerreak- 
tionen A und B als 
die Summe der vor- 
genannten Lager- 
drücke zu 



Das biegende Moment 



f— -X- 

U A- 



Dieselben be- 
tragen dagegen unter 
der weiteren Annahme 
nur gleichmäßiger Be- 
lastung nach Ab- 
schnitt b, 6 dieses 
Paragraphen 



4- 



oc!(v\dßwxfXy(äx^ 



-L-A 



^J^awi*vJCt^JfÄJoiL 
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HO IV. Absehnitt. Biegung. 

ergibt sich dann für einen im Abstände x vom Auflager A gelegenen 
Querachnitt DD zu 

Dieses Moment erlangt innerhalb der Strecke a einen, größten Wert für 
A :=px 

oder, was dasselbe ist, für 



Pl> Q 



2Fb + Q l_ 2Fb + Ql 2Pb <}] 
21p ~ „,Q - 2q,+2(i 



"=-<J- + I '' 

folgt, solange die Strecke a größer als die Hälfte der Tnlgerlänge ist, 

1. Der gefährliche Querschnitt könnte danach nur in der größeren 
der beiden Strecken a und b liegen, und zwar zwischen der Trägermitt« 
und dem Angriffspunkte C der Einzellast P, wobei die Voraussetzung 
besteht, daß entweder der obige Wert für x kleiner als die 
Strecke a ist, woraus sich ergibt 

Pb , 1 , Pb ^ 1 , 

-Q+2<" oder -Q-<a-^ oder 

F ^" 2 2a~l 2 a-(a + b) a-b 
Q*^ b ^ 2b "^ 2b '^ 2b ' 

oder, daß die über die Strecke a gleichmäßig verteilte Last 
größer ist als der Auflagerdruck A, d. h., daß 
-,Pb , Q 

Mit dieser Annahme ergibt sich das größte Biegungsmoment zu 

/P'b« Fbl Pb^ qi\ ff'b'p 2Pblp l'p-i 

" \ IQ "*" 21 ''" 2Q * J l Q»2"+Q2.2 +4.2J 

_P=b' Pb Ql_P"b^ _IQ 

" IQ ^2 "'"4 Q»21 8^ 
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g 93. Der TrSger ist gleichmäBig and mit einer Einzellast belastet. Ul 

2. Liegt dagegen der weitere Fall vor, daß 
P a-b 
Q= 2b 
wird, so ist die Lage des geföhrlichsten Querachiiittes an der Lagtstelje C, 
ako im Angriffspunkt« der Einzellast P. 

Für diesen Querschnitt C eigibt sieb dann das größte Biegungs- 
moinent 



(-^f)' 


^ P"' 


/2Pb + Ql 
\ 21 


-¥)' 


(2Pb + Ql- 


-Pl«)^ 


(2Pb + Ql- 


-'^''H 


(2Pb + Q(l- 


-"lll 


(2Pb + Qb); 


a 
■il 


2P + Qab 
2 1 


-i^+m 



NB. Dieaea Jetztgenannte Bic^ngsmoment liefert 

1. für Q=:0, wieder das bereits im Abschnitte b,2 dieses Para- 
graphen genannte Moment 

M.„=(P + |)»^ = P- 

2. für Q^O und a = b = — , das im Abschnitte b, 1 genannte 
Moment 

M„=(p+i)y=?. 

3. für P=:0, wobei a = b^— ist, das im Abschnitte b,6 ent- 
vri ekelte Moment 

».„ = (0 + 1)^ = '^. 

Die Gleichung der elastischen Linie für die linke Ttägeraeite von der 
Länge s beträgt 

''-'»V — et'' * 2*7' 



rdBjGoogle 



112 IV. Absdinitt. Biegang. 

fQr die recht« Strecke b des Trftgers dagegen 

_ «?pab(2» + b) Qin 

Die Durchbiegung an der Laststelle P ergibt sich dann 

' )3"ETri 



1, Anmerkung, Für den Fall, daß der Abstand a = 



also die Einzellast P in der Mitte angreift, et^bt sich die Gleichung der 
elastischen Linie zu 

'•'=''' = 1^(^+1-'*) 

UDd die größte in der Mitte des Trägers auftretende Durchbiegung 



Wird die gleichmäßige Belastung Q ^^ 0, so erhält man wieder den 
in Fig. 107 dargestellten ersten Belastungsfall. 

2. Anmerkung. Wenn das Eigengewicht eines Tr^^ers bei Be- 
rechnungen Berücksichtigung finden soll, so kann das Gewicht zuniast 
als eine gleichmäl3ig über die ganze Länge des Tragers verteilte Belastung 
angesehen werden. 

Kommt dann zu dem Eigengewichte noch eine beliebige innerhalb 
der Auflagen befindliche Einzellast hinzu, so liegt, wie bereits im vor- 
hergehenden unter 2 gesagt ist, das größte Biegungsmoment an der Be- 
lastungsstelle, so lange das Eigengewicht des Trägers in bezug auf daa 
Gewicht der Einzellaat nicht allzugroß ist. 

In diesen zumeist vorkommenden Fällen ist mit dem zweiten Maxi- 
malmomente zu rechnen, während im umgekehrten Falle, wo das Träger- 
gewicht gegenüber der Einzellast sehr groß ist, das erstgenannte Maximal- 
moment anzuwenden ist. 

S. Der Tr^er ist durch eine teilweise symmetrisch zu den beiden 
Auflagen angeordnete, gleichmäßig verteilte Belastung beansprucht. 
Da in diesem Falle, wie Fig. 115 zeigt, eine zu den beiden Auf- 
lagen A und B symmetrisch gelegene Belastung vorliegt, so sind auch die 
Auflagen gleich groß, also 



Wie hier ohne weiteres zu erkennen ist, liegt der gefährlichste 
Querschnitt des Trägers in der Mitte, woselbst auch die größte Biegung 
eintritt. 

Zur Bestimmung des größten Bi^ungsmomentes denke man sich 
den Träger in der Mitte drehbar gelagert, wodurch er wieder in zwei Frei- 
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§ 23. Der Trlger ist teilv, cymmetr., beiw. unijmmetr. gleidiDi. verteilt belastet. 113 



Iräger zerlegt wird , die 
ihren größten Querschnitt an 
der Drehpunktstelle haben. 
Nach Abschnitt a, 4 
dieses Paragraphen ist nun 
das größte Bi^nngemoment 



HIHItl 



1 Q^ I »«BaMunttAvpiieu«* 



1& 



2 2 8 

„.Big1™Lt.t°' ftpilillifc^ J ; I ^ 

1. ei.e U»ge X = 1, * "'■•««■lll^^ Sl 
SO ergibt sich das im Ab I 
schnitte b,6 dieses Para- Fjg_ 115^ 

graphen angegebene Moment 

M.„ = -|,21^;., = §(21-.,= f. = <|l 

2. für eine Ijänge X = 0, ist das im Alischnitte b, 1 genannte Moment 

M.„ = |(21-;i, = -|(21-0)=-|21 = ^. 

9. Der TrSger ist teilweise dnreli eine unsymmetrisch zu den beiden 
Auflagen angeordnete, gleichmäßig verteilte Belastung heanBprncht. 

Die io Fig. 116 auftretenden Auflage- odw Reaktionadrücke A 
und B werden nach Abschnitt b,2 dieses Paragraphen gefunden, indem 
man die gleichmäßig verteilte Last Q als Einzellast auffaßt, die im Schwer- 
punkte, d, h, in der Mitte von X angreift. Es ist dann 

n \ od + t) 

Al-Q(^ + b)=0, 



, iä\2^ ; Qa+2b) 

woraus A =- — -^ ■ -' 



"1 ~ 21 

bi-.q(.+A)=o, „ « = «^1^ 



] 103 



(^+2«) 



21 

folgt Zur Bestimmung des grüßten Biegungsmomentes ist es zweckmäßig, 
sich des I>eistehenden Schubdiagramms zu bedienen, aus dem zu erkennen 
ist, daß die den gefährlichsten Querschnitt CC bestimmenden Abschnitte x 
und y im gleichen Verhältnisse stehen, nie die Auflagen A luid B. 

Wshnart, Featigkeilslehra. 8 
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114 



IV. Abichnitt. Biegung. 



^X ei^bt 104 



Es besteht deshalb die Proportion 
x:y = A.:B 
oder X : (>l — x) = A : B, 

woraus sich dann xB^(JL — x)A^>lA- 

oder X (B + A) = AA 

_ A 
^ ~ A + B ' 

Das größte Biegungsmoment ergibt sich dann durch Annahme des 
Drehpunktes an der gefährlichen Querschniltsstelle CC zu 

Mmii == A (a + x) — px -^ 

worin p wieder die gleich- 
mäßige Belastung für die 
Längeneinheit bedeutet. 

Da nun aber nach Fig. 
116 die Proportion 

x: A^px: Q 
besteht, woraus die Belastung 

px = -^-- 

folgt, 80 ergibt sich durch 
Einsetzen dieses Wertes 




= A(a + i)- 



>l 2 



p,_ ij^ß ehung noch die Werte für A 

und x ein, so ist 



= A .+ 



A + B 



21 



2I.\a + 3V 
Qa+2b) 
21 



21 + 21 



t(>+2b) 
21 

Hi + 2b) qq + it) ' 

21 



^+- 
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§ 23. Der eiDgespaDDte TrAger. 

QW + äb ) / l. + 2b \ _ 

21 n "'"(l+2b) + (;i + 2a)*; 

a + 2 b 



2iV(i + 2b) + (l + 2«) I 
_Q»-Mb)/ __y-2b_ \ Q/_Hi2b_ \> 
" ~ 21 l "'"2(i + b + .)''/ 2iU(i + b+a|'j 

_Q« + 2b)^/ i+2b \ Q/ i+2b V„ 

" ~ 21 l'^ 2r*/~2il""21^/ ' 

_ (t(^ + 2b) [/ >. + Sb ,\ U + 2b ,1 
" ~ 21 H° + ~2i~''j^¥~2l~''J 

00+2« / 1 i + 2b \ 

" - — 21 — v+Y^r^l 

_ Q(;i+2b)41» + a + 2b)i 
" ~ 21 41 

__ Q (;i + 2b) (4al + y + 2bi) 
81" 

" =^(*+2b)(i- + 2bi + 4al) 105 

NB. Diese letzt« allgemein gehaltene Entwickelung zeigt, daß trotz 
der noch sehr einfachen Belastungsweise die Endgleichung schon ziemlich 
kompiliert wird, so daß es bei noch ungünstigeren Belastungsfällen zweck- 
mäßig erscheint, von der allgemeinen algebraischen Entwickelung abzu- 
sehen, dagegen die Rechnung zahlenmäßig zu verfolgen oder, was noch 
einfacher ist, auf graphischem Wege vorzugehen. 

c) Der eingespannte Träger. 

Während die im Abschnitte a und h dieses Paragraphen aufgeführten 
Trägerart«n eine elementare Entwickelung der Tlauptgleichungen gestatteten, 
bedingt die im vorliegenden Abschnitte c in Frage kommende Trägerart 
zu ihrer Untersuchung die Anwendung der bereits im g 14 a, Abs, 4 
genannten allgemein gültigen Gleichung der elastischen Linie, die zu ihrer 
Verwertung die Kenntnis der Differential- und Integralrechnung notwendig 
macht. 

Da die Ent Wickelungen der Gleichungen der elastischen Linien 
außerhalb des Kahmens dieses Werkes liegen, mögen an dieser Stelle nur 
die Ergebnisse genannt sein, damit dem Techniker, dem zumeist die 
Kenntnis der höheren Mathematik fehlt, die Gesamtübersicht nicht ver- 
loren gehe, er eich vielmehr mit Leichtigkeit in den einzelnen Abschnitten 
zurecht finde. 



DigitizedOyGoÜglC 



IV. A.bsehni(t. Biegung. 



, Der Trüger ist an beiden Enden eingespannt uud in der Hitte 
belastet. 



Die Auflagenlrüeke sind nach 
P 



Fig. 117 




.... 106 

Die elaBtiscbe Linie 
hat die in der Figur dar 
gestellte Gestalt AGDEB 
und besitzt an den St«! 
len C und E sogenannte 
Wende oder Inflexions 
punkte in denen keine 

Biegungsspannung vor 
banden ist 

Die Wendepunkt« 

liegen um — von den Auf 
lagen A und B entfernt 

Man kann sich, nun 
das Mittelstuck CE des 
Trägers an den Stellen C 
und E, als den Endpunkten 
der beiden als Freitrager 
wirkenden Teile AC und 
BE, aufgehängt oder ge- 
tigert denken, dann ergibt 
sich das BiegungsDioment 
Mi =: Mb nach Abschnitt 
a, 1 dieses Paragraphen zu 

M M P 1 PI 

Da auch das Bie- 
gungsinoment an der Mittel 
stelle D den gleichen Wert 
liefert, so betragt das größte, 
der Berechnung des Trageri 
zugrunde zu legende Mo 
ment nach Abschnitt b 1 
dieses Paragraphen 



Äfmai = -, 



PI 



107 
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§ 23. Der Träger iet an beiden Eoden eingespannt und gleichmäßig belastet. 117 
Die Gleichnng der elusUscheu Linie beträgt 

Die grOfite Darchbi^gang ergibt Bioh fQr ^'^.y ^Q 
1 PI''_J^ PVa 

192E9 192 9 ' 

2. Der Träger ist an beiden Enden eingespannt und gleichmäßig 
belastet. 

Die Auflagerdrücke ^ 
in Fig. 118 betragen der ; 

STtnmetriachen Belastung i 

zufolge ^Q^ 



B = ^ 






108 




Die aus Fig. 118' er /ft 
sichtliche elastische Linie 
ACDEB besitzt auch hier 
zwei Wendepunkte C und 
E, die von der' Mitte des 

"*" r'" ^'"'■'" m mnuAnu.m ^ 

Die auf dem Mittel ^ 
stücke vorhandene Last Q, 
ei^bt sich aus 

Das Biegungsmoment / 
Md an der Stelle D des ' 
Mittelstückes betragt dann 
nach Abschnitt b, 6 dieses 
Paragraphen 

^Q 21 ^Ql 

V'32>'3T8 ^* 
Die auf den Frei 
tragern ruhende Last Qg ist 




IV. Abichailt. Biegung. 

-1 



Das Bi^tuigemomeut M^, bezw. Mg als das größte Moment für die 
beiden Freiträger er^bt sieb nach Abschnitt a,4 dieses Paragraphen zu 



' Ql/1 1 V3-l \/l 1\ 

2 Vs"^ 2Vf l\^ iVs) 



2 a,/? 2)^ 2.4.3"''T Ml" V 

" -24*^ "-T2' 
Da dag letztere Moment größer ist als das erstere Mq, so ist es 
auch der Berechnung des Trägers als größtes BieguDgsmoment zugrunde 
zu legen; dasselbe beträgt deshalb 

Mm.x = ^ 109 



12 
Die Gleichung der elastischen Linie beträgt 



Sl(--- + ?)- 



Die grcSte Durchbiegnag ergibt sieb fOr '■^■sr ^u 

.__Q1' _Ql'<i 

384 E e S84 e ■ 

8. Der Träg:er ist an beiden £nden eingespannt, ^leichmÜßig über 

die ganze Länge und anfierdem mit einer in der Hitte angreifenden 

Einzellast heiastet. 

Die in Fig. 119 gleichmäßig über die ganze Trägerlänge verteilte 
Last sei Q = pl, worin p wieder die Belastung pro Längeneinheit 
bedeutet 

Die in der Mitte angreifende Einzellast heiße P. 

Die Auflagerdrücke sind dann wegen der Symmetrie der Belastung 

A = | + |»dB = | + § 1.0 

Für einen beliebigen im Abstände x von der Einspannetelle A ge- 
legenen Querschnitt erhält man das Biegungsmoment 
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g 23. Der gleichm. u. m. einer Eiozellast belast. beiderseil. eingespannte Triger. 119 

Mx = MA + A,--e|?. 

S«tzt man fflr Mi den Wert aus § 14 s, 4 ein, so lautet die vorstehende 

Gleichung 




? 

■? 




-^ 



«•?» 



Fig. 119. 

Durch einmalige Integration findet man 

Öd, „ , Ai' px' , „ 

Die Integrationskonstante C ist aber gleich Null, weil die vorausgesetzte 
Befestigungsweise zur Folge hat, dafi die trigonometrische Tangente -^- an der 
BefestignngaBtelle Ä gleich Null ist oder, mit anderen Worten, 
für x = ist auch .- = 0. 
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120 IV. AbscIiniU. BieguDg. 

Da nun aber netter fOr ^^ n "»<:'> it^ ^^ '^ ^^'^ i""^' ^<^ Sibt die letzte 
Gleichung 

woraus dann das Biegangsmoment an der Einspannstelle Ä auf folgende 
Weise erhalten wird: 

M ~-l^- EL'\ 2 _ _ ( {i + Jr pl- ) 2 
*~ \8 48/T~ \ 8 48/1 



1'2 2^2 pl 
1 \ 8 48/ 



1'2 2^2 pl „/PH 



_ SP+JSQ-Q 3P+2Q ,3P + 2Q 
, --21 J5 --21 jj— --1 ^- 

__/3Pl , 2Q1\ _/Pl W 
\ 24 "*" 24 / \ 8 "•" 12/' 

Das Minuszeichen liesftgt, daß das Moment M^ ein linksdrehendes 
ist, wie es den Ausführungen im § 23, Abschnitt a vollkommen entspricht 
Setzt man nunmehr das Moment Ma als auch den Auflagerdruck A 
in die obige, für den beliebigen im Abstände x gelegenen Querschnitt 
gültige Biegungsmomentengleichung ein, so erhält man 

»— (? + i) + (f + f)'-f- 
Für den iu der Trägermitte C gelegenen Querschnitt, d. h. für 

X ^ -- , liefert die vorliegende Gleichung das Biegungsmoment 

„ /PI , Ql\ . /P , Q\ 1 pl« 

"« = -l8-+12) + l2 + ¥J2-^l^ 



\8 ^ 12/^ 2\2^ 4 

/Plj_QI'| , Llj_'äl 
Vs ' 12/"'" 4 "•" 8 



Dieses rechtsdrehende Moment ist um — -- geringer als das linkst 
drebende Moment Ma; das der Dimensionierung des Trägeis zugrunde zu 
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§ -23. Der an einem Ende eiogcspiDiite. am aDderen frei aufliegende etc. Ttfiger. 121 

legende größte Biegungsmoment ist demnach ohne Rücksicht auf das Vor- 
zeichen 

"— ?+s - 

Diese verschieden drehenden, d. h. positiven und negativen Momente 
besagen auch, daß zwischen der Einspannstelle A, bezw. B und der Träger- 
mitte ein sogenannter Wendepunkt der elastischen Linie li^;t Derselbe 
hat einen von der BefesCigungsetelle aus gemessenen Abstand von 0,2113 L 

Die gi'5&te Durchbiegnng ergibt sich ans der Summe der beiden vorher- 
gehenden Belastimgeftlle zu 

J_P1' J_Q]'_ 1 !■ /p , Q\_ L^/'p , Q\ 
192Ee'''884Ee~192Ee V ii/ 192 » ^ "^ 2/' 

Anmerkung. Der vorliegende Belastungsfall schließt die zwei 
vorhei^benden, unter Abschnitt C, Abs. 1 und 2 aufgeführteu Belastungs- 
fälle in sich ein, denn 

1. für den Fall, daß nur die Einzellast P wirkt; also Q ^ wird, 
ergibt die Biegungsgleichung 

"" 8 ^ 12 8 
den ersten Belastungsfall 

2. für den Fall, daß nur die gleichmäßig verteilte Belastung Q den 
Träger beansprucht, also P ^ wird, die den zweiten Belastungsfall dar- 
stellende Gleichung 



4. Der TrSger ist an einem Ende horizontal eingespannt, am 

anderen Ende frei anfliegend und tri^ in der Hitte eine 

Einzellast, 

Auch die elastische Linie dieses Trägers besitzt, wie Fig. laO** zeigt, 
an der Stelle C einen Wendepunkt, der von der Einspannstelle A einen 

Abstand —1 hat. 

Man kann sich daher den in Fig. 120* vorgelegten Träger nach 
Fig. 120" aus zwei Teilen zusammengesetzt denken, wovon der eine Teil 

einen Freiträger von der Länge — 1 , der andere Teil einen auf zwei 

Stützen ruhenden Träger von der Länge — 1 darstellt. 

Die Auflagerdrucke A und B ergeben sich dann nach dem Abschnitte a, 
Abs. 1 und b, Abs. 2, wie folgt: 
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123 IV. Abschnitt. Biegang. 

Man lege den Drehpunkt dee Trägerteiles BC an die Stelle 0, so 
ergibt sich der Auflagerdruck B zu 

T, 8 , T,/l 




iÄ-U 
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§ 23. Der an eiaem Ende eiDgespanot«, uu aaderen frei anflugende tto. Träger. 123 

wo™» B = -ii_Hi = 2!_ = ?^ = £p . . 112 

8 2^ 161 16 

11 22 

Mgl. 

Der Äuflagerdnick A ist dann 
A + B = P, 

A = P-B = P-lp = iip 113 

Das größte Biegungsmoment des Trägerteils BC liegt nach Ab- 
schnitt b, Abs. 2 an der Laststelle P und beträgt 

Das größte an der Einspannstelle A gelegene Biegungenionient des 
Freiträgerteiles AC ergibt sich dann zu 

M,=ypAi=lpi. 

16 11 16 

Da das letzte Moment das größere ist, so ist es auch der Berech- 
nung dos vorgelegten Trägers zugrunde zu legen, womit also das maxi- 
male Bi^^ungsmoment 

M™ = ^P1 114 

beträgt. 

Die Gleichnng der elastiscIieD Linie lautet fOr die rechte Hälfte des Tragers 
, _ _ P_ /,, _ 5 , \ _ Pa /., _ 5 ,\ 
^ ~ 32 E e V S ) 32 Ö \ 3 ' /" 

Die grSßte Durchbiegung ergibt sich für x = I l/i. z^ 0,45 1 zu 

Die Durchbiegnng im AngriSspunkfe d^r Last P liefert für x.= „ den Wert 
__7_Pl'__7_PFo_ 1 Pl'a 
768Ke~768 8 "'"llO ' 
Die Gleiciiung der elastischen Linie betragt für die linke Trägethftlfte 



__Pl'_/ly 5y'_Ilj»\ 



Aach aus dieser Gleichnng ergibt sich für die Laststelle P, 
derselbe Wert wie vorher. 
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124 



IV. Abaehnitt. Biegang. 



5. Der Träger ist an einem Ende horizontal eingespannt, am 

anderen Ende frei aufliegend und über die ganze Länge gleich« 

mSSig belastet. 

Die in Fig. 121'' dargestellte elastische Linie des Trägers besitzt 

an der Stelle C einen Wendepunkt, der von der Einspannstelle A einen 

Abstand gleich — hat. 



„ r-' 1 t U 1 H I U H I I 1 11^ 




^ #=¥^ ' " " I " " "i& 

m a.-4e ! (a,-ia. r 
im ■ fjif j 

'• aifc III . _ , 
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§ 23. Der an einetD Ende eia gespannte, am aaderen frei aatliegende eto. TrSgcr. 125 

Man kann sich deshalb den in Fig. 121' vorgelegten Träger ebenso 
wie im vorhergebenden Falle aue zwei Teilen bestehend denken, wie dieses 
Fig. 12 P zeigt 

Mit Bezugnahme auf Abschnitt a, Abs. 4 und b, Abs. 6 ergeben 
sich dann die Auflagerdrücke A und B, wie folgt: 

Nach Fig. 121° ist der Auflagerdmck 

B-I = l^ = ^ - 

Der Auflagerdruck A dagegen 
A + B=.Q, 



folgt Das größte Biegungsmoment für den Trägerteil BC beträgt nach 
Abschnitt b, Abs. 6 

Das größte Biegungsmoment des Freiträgerteiles AC ergibt sich nach 
Abschnitt a, Abs. 4 zu 

Das letztere Moment bildet als das größere das der Berechnung 
des Trägers zugrunde zu legende maximale Biegungsmoment 

M.„=^ ,17 



a Gleichung der elastischen Linie betragt 

e größte Durchbiegung ergibt eich für 

X ^ 'g 1 (1 + ySS) = 0,4215 1 ^ 0,422 1 zu 

Ee i84Ee 



= 1« 0.261 -^. = 0,00544^ 



6. Der Tr%er ist an einem Ende horizontal eingespannt, am 

anderen Ende ^ei aufliegend und außer einer gleichmftftig über 

seine ganze Lunge verteilten Belastung nocli mit einer in der 

Hitte angreifenden Einzellast belastet. 

Der in Fig. 122 vorgelegte Belastungsfall setzt eich aus den beiden 
vorhergehenden, in Fig. 120 und Fig. 121 angt^benen Fällen zusammen. 

Bezeichnen Aj und Bj die Auflagerdrücke nach Fig. 120, femer 
Aj und Bj die gleichen nach Fig. 121, eo ergeben sich die Lagerdrücke 
im vorliegenden Fnlle zu 



DigitizedOyGoÜglC 



IV. AbschDitt. BieguDg. 
A = A.+A,=iip + |<J_i,(UP + 10Q)j 
B = B. + B, = -'>|,P + |q = 5^(6P + 6Q) I 




Bezeichnet weiter M, das größte Biegungsmonient nach Fig. 120 und 
Mj, das gleiche nach Fig. 121, so erhält man das größte für den vorliegen- 
den Träger in Rechnung zu ziehende Moment aus 



M„„ ^ Ml -f Mg = -^ PI - 



„1(3P + 2Q) 
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§ 23. Der an einem Endo eingeapsmite, an» anderen frei anfliegende etc. Träger. 

Der Wendepunkt C liegt zwischen ■-! und —1 oder zwischen ^1 



11 



44 



11 



und — 1 von der Einepannstelle A entfernt. 



44 



7. Der TrSger ist an einem Ende horizontal eingespannt, am 

anderen Ende anfliegend nnd trügt an beliebiger Stelle eine 

Einzel last. 

Da hier in Fig. 123 die beiden Reaktionen A und B als auch ( 
Moment an der Ein- 
spannstelle A statisch 
unbestimmbar sind, so 
kann man mit Hülfe 
des in diesem Para- 
graphen unter a, 1 
und 2 genannten Prin- 
zipea der Überein- 
anderl^erung, bezw. 



führten Durchbie- 

gunga- oder Form- 



beispielsweise die Re- 
aktion B, wie folgt, 
bestimmen : 

Man denke sich 
die Reaktion B als 
Kraft wbrkend, so daß 
der vorliegende Be- 



Freiträger angesehen 
werden kann, an dem 
die beiden Kräfte P 
und B wffken. 

Wirkt nun nach 
Fig. 123" die Kraft 
P allein, so ergibt 
sich die größte Durch- 
biegung am freien 
Ende zu 
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128 IV. AbachDitt. Biegung. 

Wirkt dagegen nach Fig. 123^ die Reaktion B allein, so beträgt 
die Durchbiegung 

1 Bl» 
^ = -3E0- 
Soll nun B eine unbewegliche Stützslelle darstellen, so muß die alge- 
braische Summe der Einzeldurchbiegungen gleich Null sein, d. h. also 

dm« + d = 

/i py ip]^v\ iBi' 

\3 £(^"""2 E@ / 3 E0 
I dieser Gleichung erhält man dann die Reaktion B zu 






Pia« (2Ij H- 31,) = 2B1» 

• I> 

Die zweite Reaktion A folgt 



1 1/(81, + 31,) _1 PV (31 -1 ,1 ,„„ 



-B = P, 

A=^P~B 121 

Das an der Binspannetelle gelegene Moment ergibt sich zu 
Mi = "(-Bl + P1,) = B1-Pl,. 
Innerhalb der Strecke I, ist das an der Laststelle P gelegene Bie- 
gungsmoment Mp am größten, es beträgt 

M,_-B., = -l?V<'^--^->a-l,) ... ,22 

Innerhalb der Strecke 1, erreicht das Biegungsmoniect an der Ein- 
spannstelle A den gröiJten Wert 

Mi = -Bl + P(l-1,) = --1 5VP '_= y 1 _|_ PI, 

„ = + i&(21>-311, + V) 

^ ^ ^ 1 PI, (1-1.) (21-1,) J23 

Da die ersten Klammerglieder 1 als auch -21^13 sind, so ist das 
Moment Ma stets positiv, also abnärtswirkend. 

Der gefährliche Querschnitt des vorliegenden Trägers kann entweder 
an der Einspannstelle A oder an der Laststelle P liegen, je nachdem das 
Moment M^ oder Mp einen größeren Wert besitzt 

Für den Fall, daß beide Momente gleiche Werte erreichen sollen, 
ergeben sieh die I^astabstände 1, bezw. lg, wie folgt: 
Ma = Mp 
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§ 23. Der au einem Ende eiDgegptkDDlG, am anderen frei anfliegende etc. TrBger. 129 

i pi.(i-i. )(«i-i.i_i Fi.'(3i- i.)ii-y 

21 -]. = '• <"-'■' 

21* — ]b1 = 31j1— Ig« 

21* — 41gl + V = 0, 
woraus sich lg = 21 ± ]/2V = 1 (2 + V2) = 1 (2 — )/2) = 0,686 1 
und 1^ = 1 — 13=0,4141 

ergibt 

In folgender Tabelle aind die Hauptwert« für einige in der Praxis 
öfters vorkommende TeilungsverhältnisBe zwischen 1^ und lg aufgeführt 



-i> 


^ 


!■ 


1- 


!> 


..=l. 


l> 


i- 


i- 


!■ 


=-,v 


J^ 


Ä^ 


Ä^ 


■^,p 


-s^ 


S^ 


Ji^ 


S^ 


128"^ 


«--5^" 


-^H 


-Ä" 


-> 


512" 


"-■■i" 


^■ 


Ä" 


Ä" 


21 PI 
128" 



Die Gleichnng der elastiachea Linie beträgt 

1. lär dsD Fall, da£ innerhalb der Strecke AP des Mazinmin der 
grüßten Durchbiegung liegt, was nur dann möglich sein kann, sofern 
I, > 0,586 1 ist, 

_ J. PV «21' -8 11, + 1,')(31 -1,)' 

2. fSr den Fall, daß innerhstb der Strecke B P die grUßte Durchbiegung 
eintritt, was nur fQr I3 < 0,586 möglich ist, 

. _lPV(l-Ui/T^X. 

"""" 6 fie Kai-i/ 



_ PI,' 



_t3l-li,W' 
21' 



Das für eine Stelle innerhalb der Strecke AP in Frage kommende 
Biegungsmoment gleich Null ergibt sich aus der Bedingung 

P(l,-i)-B(l — 1)-0 
oder P], — Px — B]4-Bx = 0, 
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130 IV. Abtoboitt. Biegang. 

wornus sich die Lage des Wende- oder InflezionspunkteB zu 
,_B1-P1, 

bestimmt. 

Anmerkung: Nach der Formänderungsgleichung im § 14, Abs. 3 

— = —^ ist für Mb = der Krümmungsradius ^ ^ oc,'waa einem Wende- 
punkt« an der Stelle x entspricht 

Für den bereits im Abschnitte C, Abs. 4 dieses Paragraphen aufge- 



Moment M^ am größten ist, liegt die maximale Durchbiegung innerhalb 
der Strecke BP, weil ]a<; 0,6861 ist. Diese Durchbi^ung beträgt 
PI» 

(!,(».«) = 0,0093-^. 

3 
Der Wendepunkt liegt hier bei x ^= - 1 . 



§ 24. Körper von gleicher Biegangsfestigkeit. 

Im vorhergehenden § 23 kam es darauf an, für die einzelnen unter 
den verschiedenartjgaten Lagerungen und Belastungen angenommenen 
Trägerarten das größte Biegungsmoment zu bestimmen, wonach die Dimen- 
sionierung der Träger nach der im § 14, Abs. 1 aufgestellten Biegungs- 
gleichung „M = Wk" geschehen konnte. 

Der so ermittelte, gefährlichste Querschnitt, in dem auch die größte 
Materialspannung auftritt, wurde dann für die ganze Trägerlänge beibe- 
balten, womit eine mehr oder weniger große Materialverschwendung verknüpft 
war, denn nach der Biegungsgldcbung entspricht, bei gleichbleibendem Wider- 
standsmomente, jeder Querschnittsstelle des Trägere auch ein anderes Bie- 
gungsmoment und somit auch eine andere Spannung. Wenn nun iu der Praxis 
trotz der Material v«^h Wendung, die vielfach durch höhere Bearbeitungskosten 
wieder aufgehoben wird, die obigen Trägerformen meistens Verwendung 
finden, so werden doch auch Körperfornien verlangt, bei denen die Material- 
spannung konstant bleibt, der Körper also an allen Stellen gleiche Festig- 
keit besitzt. Ein solcher Körper biet«t aber zugleich auch eine größere 
Sicherheit gegen Stoßwirkungeu als ein Körper mit konstantem Querschnitte, 
bei dem sich die Formänderung fast nur auf den gefährlichen Quei^ 
schnitt erstreckt, während sie sieb bei einem Körper gleichen Widerstandes 
fast gleichmäßig ül>er alle Querschnitte verteilt. 

Um eine Obersicht zu gewinnen, seien im folgenden einige Körper 
gleicher Festigkeit bestimmt. 
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§ 24. KBrper von gteicber Biegmigsfeatigbeit. D«r Freitriger. 131 

1. Der am freien Ende mit einer Ginzellast belastete FceitrSger. 

Nach § 33 Abschnitt a,l beträgt für den in Fig. 134 angenommenen 
. Belastungsfall das an der Ein spann stalle A gelegene Maximal moment 
Ma = PI. 

Das Biegungsmoment besitzt für jeden Querschnitt einen anderen 
Wert, weshalb auch nach der _. 

Biegungsgl^chung, bei gleich- ^1 

bleibender Spannung, das ,,,..,, *-' 

Widerstandsmoment iöi jeden 
Querschnitt einen anderen Wert 
erhalten muß. Damit ist nun 
aber auch die Veränderlichkeit 
des Querschnittes bedingt, für 
die sich eine allgemeine Be- 
ziehungsgleichung in folgender 
Weise aufstellen läßt 

Nach Fig. 1^5* erhält n 
Einspannst«lle 



I für den rechteckigen Querschnitt an der 



= W„. 



M„„ 

Für eint 
im Abstände x von dem 
freien Ende gelegenen Quer* 
schnitt gilt dagegen 

M. = W.ki. = ^-^ki„ 



Aus den beiden 
Gleichungen der konstan- 
ten Spannung k|, ergabt 



Da aber M„„ = PI 
ind Mi = Px ist, so bildet sich in der Gleichung 

/^y_bPx_bx 
\hj -zpr^zT ■ ■ 



= -M^ f^lß«- 




Fig. 125 a, 
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132 IV. Abaclmitt. Biegung. 

eine al^meine BezieliungsgleichuDg, in der die Breite z und die Höbe y 

veränderlich aind. 

Für die prak- 
tische Verwendung 
hat diese Korperform, 
die auch angenähert 
durch eine in Fig. 
125*" dargestellte, ab- 
gestumpfte Pyramide 
ersetzt werden kann, 
wenig Bedeutung, da- 
gegen findet sie bei 
Balan ^er- und Kurbel- 
armen, bei Lagerkon' 
aolen, Ständern etc 
häufig für die kon' 
stante Breite z 
Wendung. 

Außerdem kann 
aber auch die Höhe 




Oftmals findet man auch kreisförmigen Querschnitt ausgeführt. 

Ffir die einzelnen Querschnitts formen ergeben sich nunmehr die Bie- 
gungsgleichungen, mit 
deren Hilfe sich ge- 
gebenenfalls die Pro- 
filformen schnell auf- 
tragen lassen, wie folgt: 
a) Für kon- 
stante Breite b 
(siehe Fig. 126» und 
126'>) erhält man die 
' zugehörige Profilglei- 
cbung aus der all- 
gemeinen Beziehungs- 
gleichung 124 

\h/ z 1 
durch Einsetzen der 
Breite b an Stelle 
der sonst Veränder- 
lichen z 
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g 24. Der am freien Ende belaslete FreitrSger. 



125 




oder 

Diese Gleichung 
besagt, daß die Profil- 
kurve des vorliegen- 
den Trägers eine Pa^ 
rabel darstellt, die 
nun nach Fig. 126' 
als ganze 6der nach 
Fig. 126'' als halbe 
Parabel aufgetragen Fig. 126 b. 

werden kann. 

Angenähert läßt sich auch, wie Fig. 126° zeigt, der vorliegende 
Körper durch eine abgestumpfte Pyramide ersetzen. 
Die Gleichung der elastischen Linie betragt 

Die gräßte 
Durchbiegung ergibt 
sich für X =■ ta 



\ bh" 



bh' 




b) Für kon- 
stante Höhe h 
(siehe Fig. 127) 
findet sich die Pro- 
filgleiehung eben- 
falls aus der allge- 
meinen Beziehungs- 
gleichung 134 

durch Emsetzen 

der Höhe h an Stelle der Veränderlichen f 
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IV, Abschnitt. Biegnug. 




oder z = yx 126 

Diese Gleichung 
stellt als Begrenzungs- 
linie eine gerade Linie 
dar. Der Grundriß des 
Körpers ist ein Dreieck. 

Die elastische Linie 
ist, wie bereits io § 14, 
Abs. b, 1 angegeben, eiae 
Ereislinie mit dem ErOm- 
mangsradiua 



bh' 



c) Für kreis- 
förmigen Quer- 
schnitt (siehe Fig. 
128) ei^bt sich die 
Profilgleichung, wie 
folgt: 

Es beträgt für 

die Einspannstelle das 

Biegungsmoment M^iu 

M^» = Wn.Bkb, 

woraus 

W^ 

PI 32P1 
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§ 24. Der am freien Ende belastete Freitrftger. 135 

für eine beliebig gelegene Querschnittsstelle gilt dae Biegungemoment M, 

TLf w 1 , Mi Px 32 Px 

Mi= Wjk],, woraus k^ ^ —- = —-— = ~—^- 

32 
Da nun wieder die Materialspannungen gleichen Wert haben sollen, 
so ergibt sich durch Gleichsetzen beider Gleichungen 
32P1 _ 32 Px 
d'n; dx'Ti 

^-y?-n - 




Fig. 129, 



Diese Gleichung stellt eine kubische Parabel als Profilkurve dar. 
Die Körperform selbst ist ein Rotation spamboloid, das auch die theoretische 
Grundform der Tragachsen bildet 

Eine angenähert« Körperform gibt der in Fig. 129 daigestellt« ab- 
gestumpfte Kegel, der bis auf '/sA verjüngt ist 

2. Der über eelne Lunge g^lelchmäSig belastete Freitr&ger. 

Nach g S3, Abs. a,3 beträgt das größte, an der Ein spann stelle der 
Fig. 130 gelegene Biegungsmoment 
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136 IV. Abschnitt Biegung. 

für eine andere im Abstände x vom freien Ende aus gelegene Quer- 
schnittB8t«lle ei^bt eich nach Fig. 131 das Biegungsmoment Mi zu 



lUli Uli 


„ ; 






Fig. 130. 




W„„K. 


woraiis kb = 



Mx 



= px- 



_px= 



Betzt man nun diese 
Bi^n^ngemomeni« nebat den 
zugehörigen Widerstandsmo- 
menten in Beziehung zuein- 
ander, so lautet die ProEl- 
gleichung: 
pl» 

Jn»x 2 3plä 

Vm.i~bh* hh^' 




Durch Gleich- 
setzung erhält man 
3pP_3px* 



oder 



128 



h/ ■i\\} 

In dieser Prof il- 
glelchuDg sind die Ab- 
messungen y und z 
veränderliche Werte, 
was weniger Bedeu- 
tung für die prakti- 
sche Verwertung hat 

Dagegen kom- 
men die nachgenann- 
ten Körper mit kon- 
9tant«r Breit« oder 
auch konstanter Höhe 
häufig vor. 



DigitizedOyGoÜglC 



g 24. Der gleichmftBig belastete Freitrager. 



H) Für kon- 
stante Breite (eiehe 
Fig. 132) ergibt sich aus 
der vorliegen deD , für 
rechteckigen Querschnitt 
gültigen Beziehungsglei- ^ 
chung 128 



vt; 



der Wert 

{lY-_ 



odery="|/(^)'h8 | 




Diese Profilglei- 
chung besagt, daß die Begrenzungalinie eine gerade Linie ist 

b) Für konstante Höhe (siehe Fig. 133) entwickelt sich aus der 
allgemeinen Gleichung 12. 



^)'-m 



der Ausdruck 
oder 



1 = - 



Kt)". 



der eine parabelför- 
mige Begrenzung an- 
deutet 

c)Für architek- 
tonische Zwecke, 
z. B. bei Anwen- 
dungen von Trag- 
steinen, macht man ^ 
auch noch die Breite z 
und die Höhe y so 
veränderlich, daß sich ^ 
nach beiden Eich- = 
tungen hin parabo- 




(TTTTTrn?rrtJ3 





• X 
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138 IV. Abachnitt. Biefung. 

lische BegreQzungslinien ergeben. Dieses geschieht, wenn nian iu der 
allgemeinen Gleichung 126 

ide Werte einsetzt: 

1. y = -^ , gefunden aus y : h ^= z : b. 



_bj 



Den ersten Wert ebigeführt, g^bt 
zh\> 



„ y : h ^ z : 



(|)*-(t)' 



Mit dem zweiten Wert« erhält man 
b /x\ 




132 

folgt 

Die Gleichungen 
131 und 132 ergeben 
die Bern iparaboli sehe 
Form des in Fig. 134 
dargestellten Körpers. 

d) Für kreis- 
förmigen Quer- 
schnitt ergibt sich 
nach Fig. 135» die 
Profilgleichung in fol- 
gender Weise: 

Das größte Bie- 
gungsmoment für den 
an der Eingpannstelle 
gelegenen Querschnitt 



^ioügle 



§ 24. Der gleirhmäBig belaalele Freiträger. 139 

""222 
Das Blegungsmoment für einen beüebigen, im Abstände x vom 
fi«ien Ende aus gelegenen Quersclinitt ist 




Pig. 135 a, 



Diese Momente mit den zugeiiörigen Widerstandsmomenten in Bo- 
zietmng gesetzt, liefert 

32EI! 
„ ... . d%. ^ 32Mb^ 2 16pl' 



- kb. woraus kt, = - 



= W.kj 



Vit 



d'n d'jt 

»El! 



d"» 



32Mi 



2 _16p5; 



Die beiden gpannungswert« gleichgesetzt, gibt 
16pl' 16px' 
d'jT di"7i 

1^_ i^ 
"' d' ~ d^ 

d«~l" 
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oder 
folgt 



d.-l/d.^ = dyj' 133 

Auch durch diese Gleichung ist eine semikubische Parabel als Be- 




grenzung gekenu zeichnet, die annäherungsweise durch einen in Fig. 13b^ 
dargestellten, abgestumpften Kegel ersetzt werden kann, der sich bis auf 
Vsd verjüngt 

8. Der auf zwei Stützen ruhende, durch eine festliegende Eiuzel- 
last belastete Träger. 
Wie bereits in § 23, Abschnitt b, sub 2 gesagt, kann man sich 
den in Flg. 136 vorgdegten Träger aus zwei Freiträgem zusammengesetzt 



aL 



..LJ 
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g 34. Der beiderseitig golagorte TrBger n 



r Einiellait belutet. 



denken, die an der X/astetelle unterstützt und au den beiden Enden mit 
den Reaktionen A und B beansprucht werden. 




Fig. 137. 

Jeder der beiden Freiträger erhält dann nach der Fig. 126'' im 
Abschnitte 1, sub a dieses Paragraphen je eine Parabel als Begrenzungs- 
linie, die au der Laststelle ihre größte Höhe h erreicht. 

Die Fig. 137 zeigt einen 
Träger von rechteckigem Quer- 
schnitte und von konstanter 
Br^te, bei dem die Parabel 
nach einer Seite hin aufge- 
tragen worden ist 

Die Fig. 138 stellt einen 
Körper von nmdem Quer- 
schnitte dar, wie er ala Grund- 
körper der Tragachsen charak- 
terisiert ist Er bildet ein Ko- 
ta IJonsparaboloi d . 

Bemerkung: Da diese reinen Biegungekörper für die Auflager- 
steilen A und B keinen Querwhnitt ergeben , so sind die Stellen nocb 
besonders gegen die abscherenden Kräfte A und B zu dimensionieren. 
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142 



IV. Absofanitl. Bi^nng. 



4. Der auf zwei Stützen ruhende, dureti eine wandelbare Einzel- 
last belastete TrSger mit reebteckigem Querschnitte. 

Für die aus Fig. 139 ersichtüche momentane Laststelle C erptit 
sich die Auflagereaktion Ä aus 

Äl = Px 



oder 






1 ± 

s 
- X 



X,-~. 



-l 



e-J. 



a 



Fig. 139. 

Diese Reaktion liefert für die Stelle C das Biegungsmoment 

Mc = A(l — x) = ?^{l — X), 



1 



das für x^— das größte, in der KTtttelstellung D auftretende Moment 



Md 



'1. 



ergibt. 

Aus den Biegungs- und den zugehörigen Widerstandsmomenten läßt 
sich nach Rg. 140 die Profil gleichung , wie folgt, besümmen. 
P.x. 



Mc = Wo kb, woraus kb : 



Wc 



Izy* 



Mo = Wi,kfc „ kl 



Mp 4 6PI 

°WD~bh«~4bli'' 
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§ 34. Der daroh eine wandelbare EiniellaBt belastete TrSger aat zwei Stützea. 143 

Werden nun wieder die Werte von kj, gleich gesetzt, so ergabt sich 
6Px(l — x) _ 6P1 
Izy* ~4bh>' 



odcor 
oder 



Izy« 4bh> 

zy' _ X (1 ^ X) 
4bh'' 1" 




Um nun die Form des vorgelegten Trägers besser beurteilen zu 
können, lege man den Koordinaten an fang nach der Trägermitte D, wofür 

der QuerscbniUsabstand x ^ — -(~ '^i betragt Setzt man den Wert in die 



leUte Glei 


Jiun 


g ein 


so iet 














.y< 


{\ 


+ « 


)h 


(1 + 


4 


ir- 


X,' 


!■ 


— 4x,« 
4 


ibh' 






!• 






V 






1> 


..„r 


i> 


-4i[ 

41" 




zy" 
bh> 


P -ix 

1" 


,■ 









(olgt. 
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144 



rv. AbBchditL Bifgnng. 



In dieser Gleichung sind die Werte z und y veränderlich. Je 
nachdem man nun z oder y konstant annimmt, ergeben sich die folgenden 
beiden Fälle: 

a) für konstante Breite, d. h. z = b, erhält man 
b^yB is_4x,« 



bh« 



P 



= 1- 



«'■ijy- 



Die Gleichung beaaj^, daß die Begrenzungslinie des vorliegenden 
Trägers eine Ellipse sein muß, deren kleine Halbachse h und die halbe 

große Achse -l beträgt 

b) für konstante Höhe, d, h. y = h, ergibt sich die aus Fig. 141 . 
ersichtliche Profilform, 

^' ''"-^ zh* _!" — 4x,' 




Diese Gleichung gibt eine Parabel als Begrenzungslinie an. 



5. Der auf 2 Stützen ruhende und greiehmSüg belastete TrS^r 
mit rechteckigem Querschnitte. 

Auch für den in Fig. 142 dargestellten Belastungsfall hat die Aus- 
führung unter 4 Geltung. 
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§ 24. Der gleichniäQig belastete Träger aaf 2 Stätzen m. rechteckigem Querschnitt. 145 

Bei konstanter Breite ist die B^jrenzungslinie eine Ellipse, bei kon- 
stanter Hölie dag^n eine Parabel. 

Die beiden Auflagerreaktionen A und B als Schubkräfte bedingen 

an den beiden Seiten des Trägers eine Mindesthöhe, die sich nacli der 
Schubfestigkeit folgendermaßen bestimmen ]ä&t. 




Der größte Wert der Auflagen beträgt 

A = B = |. 
Da nun z. B. A = fk^ = bh,kg. 



t>i = 



bk,~bk, 2bk, 



Fünfter Abschnitt. 

Knickung. 



§ 25. Die Knickfestigkeit. 

1. Allgemeines über Knickung:. 

Bei der in g 1 und 2 erläuterten Druckfestigkeit wurde angenommen, 
i die einen Körper auf Dn(ck beanspruchende Kraft P sich gleichmäßig 

Wehnsrt, Fastigktitdflue. 10 
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146 V. Atwobnitt. Kniokang 

Über den ganzen Querschnitt verteilt Diese Annahme kann nun aber 
nur dann richtig adn, wenn 

1. das Material des Körpers überall gleichartig und gleich dicht isl, 

2. der Körper ao ausgerichtet ist, daß er den Bedingungen einer 
geraden Linie entspricht, 

3. daß die Druckkraft P genau mit der geometrischen Achse des 
Körpers zusammenfällt und 

i. daß der Körper Ton keinerlei Seitenkräften beeinflußt wird. 

Obwohl nun diese Voraussetzungen niemals vollständig erfüllt sind, 
konnte dennoch bei verhältnismäßig kurzen , auf Druck beanspruchten 
Körpern da$ Fehlen dieser Eigenschaften übersehen werden, denn der 
Bruch dieser Körper erfolgt« den Erwartungen gemäß lediglich durch Zer- 
drücken derselben. 

Ganz anders erscheint nun aber der Bruch eines ebenfalls auf Druck 
beanspruchten Körpers, der im Verhältnis zum Querschnitt eine große 
Länge besitzt, wie es allen stabförmigen Körpern, z. B. Säulen, Fachwerk- 
stieben, Pleuelstangen etc. eigentümlich ist. Bei diesen Körpern tritt 
niemals ein Bruch durch Zerdrücken ein, sondern es biegen sich dieselt>en 
infolge dei! oben genannten fehlerhaften Eigenschaften schon bei kleineren 
Belastungen durch, als die BrucHlast des Materials beträgt. Es tritt 
also in diesen Fällen eine* aus Druck und Biegung zusammengesetzte 
Festigkeit auf, die man als Knickungsfestigkeit b^eichnet hat. / 

2. Bestimmnng der allgemeinen Knickungsglelchung. 

1. Der weiteren Betrachtung sei zunächst ein in Fig. 113 dargestellter 
stabförmiger Körper unterzogen, der, am unteren Ende A eingespannt, d. h. 
unwandelbar befestigt, am oberen Ende B dagegen frei beweglich und in 
der Achsen richtung mit einer Kraft P belastet ist. 

Unter der Belastung P wird sich nun der Stab am freien Ende 
um die Strecke d ausbiegen, wobei eine Seitenkraft Q überwunden wird, 
die, an der Stablänge 1 angreifend, den Stab auf Biegung beansprucht 
Da die Ausbiegung d in Wirklichkeit nur einen sehr kleinen Wert er- 
halten darf, so kann auch der gekrümmte Stab ohne merkbaren Fehler 
durch seine Sehnenlänge s ersetzt werden, die mit der ursprünglichen 
geraden Stabachse den Winkel a einschließt. 

Zerlegt man nun noch die Kraft P in die beiden parallel zur Sehne 
s und Seitenkraft Q gerichteten Komponenten, so ergibt sich 



Andererseits ist sina^~ = rv>^, weil sina=^t.ga für kleine 
Winkel a gesetzt werden kann. 
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§ 25, BeitimiuDiig der allgemeinen Eniaknngtgleicliiirig. 147 

Aus den bttden Gleichungen folgt nun 
Q_ J 

p r 

US man das Biegungsmoment Ql = P(} = M), erhält. 

Nach § 14,3 er- 
gibt sich der Krümm unga- 




__ _ O 
*~aMb~aPd' 
woraus die Belastung 




Fig. 143. 



Fig. 143 a. 



Unter der weiteren Annahme einer kreisbogenförmigen Krümmung, 
siehe Fig. 143', beträgt nach g 14, Abschnitt 4, sub b,I 

l» = d(2p — d) = 2p*J — dS 
woraus mit Vernachlässigung Ton 3' sich 

1« = 2(f6 



oder 



bestimmt. 



Wird dieser Wert oben eingeführt^ so ergibt sich die folgende Nähe- 
rungagleichung 

_e__2e_ j_e 

1' Ol' a 1"' 
die mit der allgemeinen, mit Hilfe der höheren Analysis entwickelten 
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V. Absahnitt. Enicbung. 



138 



Knickungsgleichimg bis auf die Zabl 2 , für die der Wert — =; 2,46 zu 

setzen isl^ vollstäDdig übereinstimmt. 

In der Gleichung bedeutet P die Bruchbelastung, weshalb noch der 
Sicherbeitsgrad m in die Gleichung einzuführen Ist, um sie praktisch ver- 
wendbar zu machen. 

Hiernach erhält man die zulässige Belastung P für den in Fig. 143 
vorliegenden Belastungsfall zu 

p_ 7I*J. J_0 

4 m a 1^ 

In gewöhnlichen Fällen nimmt man bei ruhender Belastung den 
Sicherheitegrad m für 

Schmiedeeisen ^ 5, 
Gußeisen = 6, 

Holz = 10. 

Bei wechselnder Belastung zwischen Null und max. oder zwischen 
minus und plus max. rechnet man das 2, bezw. Sfache dieser Werte. 

2. Weitere, in der Praxis vielfach verwendete ßelastungsfälle zeigen 
die Fig. 144'', * und *, unter denen der in Fig. 144'' dargestellte Fall am 





Fig. 144 a— d. 

meisten in Rechnung gezogen wird. Die Enden dieses Stabes sind in 
ihrer Lage festgelegt, ohne daß der Stab selbst an der Durchbiegung ver- 
hindert wird. 

Da hierbei die gröl3te Durchbiegung Ö in der Mitte des Stabes liegt, 
so kann man jede Stabbälfte für sich als den in Fig. 144* genannten 
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g 25. BestimmiiDg der a11gemeIn«D KDickuagsgleichung. 149 

Belastungsfall anseheti, und eB ergibt sich daher die zugehörige Knickungs- 
gleichung, wenn man in die für den Fall a entwickelte Gleichung 138 

an Stelle der ganzen Länge 1 nur die halbe Länge ~ einführt^ 

P_?^ii.^__£L'll® 139 

4 ma /ly 4 ma 1* 

Die infolge der Durchbiegung S in der Mitte auftretende Seitenkraft Q 
beansprucht den StJib ebenso, wie § 23, Abschnitt b, 1 zeigt. 

3. Der in Fig. 144° dargestellte Stab bi^ sich erfahrungsmäßig so 
duFcb, daß er annähernd aus drei einzelnen Stäben von je — der Lange 
gedacht werden kann, die sich wie der Stab in Fig. 144' verhalten. Führt 
man deshalb in die Gleichung 138 den Wert — ein, so ergibt sich die zu 
Fig. 144* gehörige angenäherte Knickungsgleichung 

_ rt» 1 J__0 _9 g_LJ.® 
4 m o /1\* 4 m o 1*' 

die mit der mit Hilfe der höheren Analj^is entwickelten Gleichung bis auf die 

Zahl — , für die der Wert 2 zu treten hat, vollständig übereinstdmmt 

Setzt man noch den letzten Wert ein, so erhält man die genaue 
Gleichung 

1 1 Ö 

F = 27i»—-Z 140 

map 

Bezüglich der Seitenkraft Q sei auf § '23, Abschnitt c, 7 verwiesen. 

4. Der in Fig. 144'* vorgelegte Stab erreicht in der Mitte seine größte 
Durchbiegung S, an welcher Stelle auch die Seitenkraft Q überwunden wird. 

In g 23, Abschnitt C, 1 wurde bereits gesagt, daß ein solcher Stab, 

im Abstände — von den Ein spann stellen aus gemessen, je einen Wende- 
punkt besitzt. 

Man kann sich deshalb den ganzen Stab in 4 gleiche Teile geteilt 
denken, wobei jeder Teil den Belastungsfall a darstellt. 

Setzt man daher in die Gleichung 138 an Stelle der Länge 1 nur 
den 4. Teil derselben ein, so ergibt sich die Knickungsgleichung für den 
hier vorliegenden Fall 

üM 1 ,,110 



P = - 



,.„g 
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150 V. ÄbBcbnitt. KnickuDg, 

Allgemein. Wie ein Ver|;leicli der 4 aufgestellten Knickungs- 
gleichungen erkennen läßt, stimmen sie bis auf die ersten, von den einzelnen 
Belastungsfällen abhängigen Zahlenwerten vollständig überein. 

Werden nun diese Werte noch mit tu bezeichnet, so erhält man die 
für alle 4 Belastungsfälle gültige Knickungsgleichung 



142 



- für den Belastungsfall in Fig. 144', 



(i> = 1 „ „ „ „ „ 144'' (Eulersche Gleichung), 

w = 2 „ „ „ „ „ 144«, 

w — 4 „ „ „ „ „ 144''. 

3. Itestiminiing der Grenze zvisclien Druck und Snickung: 

Setzt man in der vorstehenden Knickui 
den konstanten Wert 



so lautet die Gleichung 



ergibt. Diese Gleichung liefert nun für verschiedene Werte von 1 ver- 
schiedene Trägheitsmomente oder Querschnitte, die für 1^0 auch den 
Wert Null erreichen. 

Da nun aber die am Eingang dieses Paragraphen erwähnt« Druck- 
festigkeit, die vollständig unabhängig von der Ijftnge ist, bereits einen 
Mindestquerschnitt bedingt, so ist es von besonderem Interesse zu wissen, 
welche Lauge diesem Mindestquerschnitte entspricht. 

Diese Lange wird dann zugleich auch die Grenze zwischen Druck 
und Knickung insofern darstellen, als ein auf Druck beanspruchter Körper 
auf Knickung berechnet werden muß, sobald die Grenzlänge überschritten 
wird; dagegen liefert bei Unterschreitung dieser Länge die einfache Druck- 
festigkeit einen größeren Querschnitt. 

An der Grenze selbst ist es einerlei, ob auf Druck oder Knickung 
gerechnet wird. 

Um eine darauf bezügliche Gleichung zu erhalten, verfahre man in 
folgender Weise; 

1. Die zulässige Belastung bei Knickung ist P^ — ^ — y^-, 

2. „ „ „ „ Druck „ P = fkd. 
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§ 25. BesümmuDg der Knickungagleichung von Navier. 

Da nun beide Belastungen P gleiche Werte darätellen, so 
die Grenzlänge 

mal* 



od» 



r m a fkd r maiki 



ergibt «ch 



4. Bestiinmun§^ der Knickun^sgleichung von NaTier. 

Die in Abschnitt 2 dieses ParRgrapheu aufgestellte Knickungsgleichung 
142 enthält, enl^iegen der sonstigen Gewohnheit, keine Materialbeanspruchung 
k, sondern einen Sicherheitsgrad m, der, den verachieden- 
iuligsten VerhältnisBen entsprechend, größer oder kleiner zu (3 

wählen ist. Q) 

Will man nun aber die Materialepannung k, wie es 
oftmals gewünscht norden ist, in einer Gleichung darstellen, 
so verfahre man nach Navier, wie folgt: 

Man denke sich, so wie es in Wirklichkeit auch mehr 
oder weniger zutrifft, den in Fig. 145 dargestellten Stab von 
der Kraft P so angegriffen, daß sie exzentrisch auf den 
Querschnitt einwirkt, dann ergibt sich infolge der dadurch 
veranlassten Durchbiegung des Btabes nach § 14, Abs. 1 
und g 35, Abs. 2, 1 das für den mittleren Querschnitt des 
Stabes gültige Biegungsmoment 



Mf 



= Wk, : 



Pie 
k, = -~ den Druck auf 



Faserschicht 



darstellt. | 

Da nun der Stab außer der Biegung auch noch auf 
Druck beansprucht wird, ao ist 

P=fkj, 
. p 
woraus kg ^ — ebenfalls als Druck auf die innere Faaer- 

schicht folgt. 

Die genannte Faserschicht erleidet daher eine Pressung i 
, P , Pie P/ ief\ 
'' = 1-^^ = 1(1+0-) 

od«r P = f — K-,. 
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152 V. Abschnitt. Knickung. 

Die in der Gleichung einzige Unbekannte i hat nun die Bestim- 
mung, allß die im Abschnitt« 1 dieses Paragraphen aufgeführten und 
sonstigen YoraussetzuDgen, die außerhalb der theoretischen Betrachtungen 
liegen, zu berücksichtigen. 

Um nun dennoch eine Unterlage für diese Größe zu erhalten, ist 
weiter darauf hinzuweisen, daß infolge des Biegungsmomentes „Mb = Pi" 
in der äuJ^rslen Faserschicht eine Spannung von 

auftritt, zu der eiije Dehnung von 

e^akj, woraus kj = — folgt, gehört. 

Werden die letzten beiden Werte von k^ gleichgesetzt, so erhält man 
Pie s 



Setzt man den Wert mit der in Abschnitt 2 entwickelten Knickungs- 
gleichung 142 gleich, so ist 

_ s la Tf® 





-"Ä,"-""'- 


Hienn bedeutet 


em 


Wird dieser Wert i 


1 obige Gleichung für P eingesetzt, so erhält man 


p-_ 


■= f '' 1« 




■+f •+«ar 


r den Trägheitshai 


jmesser bezeichnet, der sich aus der Momenten- 



gleichung = fr* bestimmen läßt. 
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g 26. Die ToraioDsfeBtigkeit. Vorgang beim Verdrehen. 

Sechster Abschnitt. 

Torsion. 

§ 26. Die Torsionsfestigkeit. 
1. Vorgang beim Terdrehen. 

Ist ein Körper, wie beistehende Fig. 146 zeigt, an < 



i Ende i 



iigend einer Weise eingeklemmt oder festgehalten und wird das andere 
Ende durch ein Kräftepaar von der Größe M^Pr, dessen Drehungs- 
ebene senkrecht zur Achse des vorliegenden Körpers gerichtet ist, ver- 
drehend beansprucht, so verdrehen und verschieben sich die Querschnitte 
so gegeneinander, daß die Verschiebungen der einzelnen Querschnitte ge- 
genüber dem in Ruhe verbleibenden eingeklemmten Querschnitte direkt 




proportional den zugehörigen Abständen sind. Die größte Verschiebung, 
bezw. Verdrehung erleidet demnach der äußerste, im Abstände 1 befindliche 
Querschnitt mit A^BB,. 

Den genannten Verdrehungen oder Verschiebungen entsprechen nun 
aber auch sogenannte Verdrehungs- oder Toraions winkel, die sich ergeben, 
sobald man die Anfangs- und Endpunkte der Verschiebungen, wie z. B. 
in Fig. 146, die Punkte CCj , bezw. BBj mit den sogenannten Torsions- 
mittelpunkten Sj , bezw. S verbindet. 

Die von Null an stetig zunehmenden, bis zu einem im freien End- 
querschnitte erreichten größten Winkel (p besagen, daß die Verdrehungen 
am Umfange des Körpers am größten sind und nach der Mitte zu bis 
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VI. Abschoitt. TorsiOD. 




Fig. 147. 



auf Null abnehmen. Die Scheitelpunkte sämtlicher Torsion swiokel liegen, 
wie Dachfolgend unter 2 nachgewiesen wird, auf der durch die Schwer- 
puukte der einzelnen Querschnitte gehenden geometrischen Achse, die 
auch, da sie schiebunga- und damit auch spannungsfrei ist, als neutrale 
Achse bezeichnet werden kann. 

Kach dem Umfange zu nehmen, wie Fig. 146* zeigt, auch die 
Maximalspannungen, die hierbei ab Schubspannungen auftreten, proportional 
den Schiebungen zu. 

Diese Schubspannungen, die nach § 13, Abs. 2 steta paarweise auf- 
treten, wirken sowohl in der Querschnitterichtung als auch, wie das in 
Fig. 147 dargestellte Körperelement zeigt, senk- 
recht dazu, also in Achsenrichtung. Die letzte 
Kraft ist auch die Ursache dafür, daß bei ge- 
walztem Schweißeisen, Draht ete. info^ der 
ausgeprägten Faaerrichtung und des damit ver- 
knüpften geringen Widerstandes sehr leicht 
Längsrisse auftreten. 

Die Querschnitte selbst bleiben beim 
zylindrischen Körper auch während der Ver- 
drehung eben und senkrecht zur Achse gerichtet, 
dagegen wölben sich die Querschnitte beim 
elliptischen , rechteckigen oder quadratischen 
atabfönnigen Körper, während die beiden Hauptachsen ihre Liage in der 
ursprünglichen Ebene und ihre senkrechte Richtung beibehalten haben. 

2. I>age des Drehungsmittelpunktes. 

Denkt man sieh in Fig. 148 den l>eliebig gestalteten Querschnitt 
eines auf Drehung beanspruch- 
ten Körpers vorgelegt und be- 
zeichnet S den Drehungs- oder 
Torsionsmittelpunkt, so ei^ibt 
sich für ein durch den Punkt 
S gelegtes Koordinatensystem 
folgendes : 

Bezeichnen f ( , f j , fj ete. 
beliebige Fläche nelemente, die 
vom Punkte S die Abstände 
Ci' 92> Ca ^^- haben, und 
stellen I,, Tg, Tg etc. die in den 
einzelnen Flächenelementen 
wirkenden Schubspannungen 

dar, so ergeben sich die in den Elementen wirkenden Tangentialkräfte 

T„ T„ T, ete. zu 
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§ 26. Läse des Dr«huagsmittetpntikteE. Entwickl. der FcstigkeiUgleichung. ]55 

T, = fiT, Tj ^ fgTj % = fgTg et«., 

die die im Querschnitt« wirkeDden inneren Momente 

m, = Ttß, mg = %^ m^ = Taft, etc. 

hervorrufen, deren Summe sich mit dem äuläeren Drehmomente M =^ Pr 
das Gleichgewicht halten muß. 

Es besteht somit die Gleichgewich tsbedingung 

M, = n,, + m, + »,,+ . . . =Jm 

„ =T,ft + T,{, + T,(,+ . =|Ts. 

Zerlegt man nun die Tangentialkräftij T in die Seitenkräft« H und 
V, die den Koordinatenachsen parallel gerichtet sind, so vertmlagaen 

1. die Momente mi,j=Hiyi, nii,2 = Hjy2' i^hs = Hgjj etc. eine 
Verschiebung gegen die x-Achse, 

2. die Momente mTi=V,K,, ni,j;=VaS3, mvg^VgXg etc. eine 
Verschiebung gegen die y-Ächse. 

Da nun aber der Torsionsmittelpunkt S weder eine Verschiebung in 
der Richtung der x-Ächse, noch senkrecht dazu erleiden darf, so müssen 
sich die letztgenannten Momente, für sich allein betrachtet, gegenseitig 
aufheben. Es bestehen somit die beiden Bedingungsgleichungen 

1. Vm,= vHy = 0| 

2. ^m, = I'Vx = Oi ^*^ 

Die beiden Gleichungen besagen, daß die x- und die y-Achse, wie 

es in § 14, Abs. 2 bereits gesagt worden ist, sogenannte Schwerlinien des 
Querschnittes dacstellen, die ihren gemeinschaftlichen Schwerpunkt im 
Durchschnittspunkte S haben. 

Damit ist nun aber>die Übereinstimmung des Torsionsmittelpunktes 
mit dem Schwerpunkte des auf Verdrehen beanspruchten Querschnittes 



3. Entwickelung der Festigkeitsgleichung der Drehung. 

a) Für kreisförmigen Querschniit. 

Wie bereits vorher unter 2 ausgeführt worden ist, sind die Tangential- 
kräfte l'i, Tg, Tj etc, abhängig von den Flächen dementen f,, f^, fg etc. 
und den Schubspannungen t,, ij, Tg etc., die nun ihrerseits wieder von 
den Abständen p^, ^3, ^ etc. abhängen. Nach dem miter 1 Gesagten 
besteht zwischen den Schub Spannungen und den zugehörigen Abständen 
Proportionalität, so daß der aus Fig. 149 ersichtlichen äußersten Faser- 
Bchicht auch die größte Spannung t zugehört. 

Die in den einzelnen Elementen herrschenden Spannungen eigeben 



sich z 
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■fc , 



Setzt man diese Werte in die unter 2 genannte Gleichgewiehta- 
loedingung 

M = T,9,J-TjP, + TsP3+ -2-Tß 

„ = f.Tift + f^raft + farsft + = :ffie 

ein, ao ergibt atch 

M, = f,'fft + f,^fc + f/f ft+ 

,. =7 ftc' + '.C' + 'afe' + ■■1=7 -'<■•• 

Der Klammervert stellt aber das 
bereits in § 15, Abs. 4 erwähnte polare 
Trägheitsmoment ©p dar, dem das. polare 

\/Ww\ V, a:' irt\ Widerstandsmoment Wp ^ — — zurSeite 

steht. Führt man diese Bezeichnungen in 
"*!- MKl *''^ Momenten gleichung ein und wird noch 
die Spannung t durch die zulässige Span- 
nung kd ersetzt, so ei^bt sich die der 
Drehung zugrunde liegende Featigkeits- 
r^^^^-^ gleichung 

FiS- !«■ Md = ^*0p = -^ka = Wpk4 . U6 

Die Gleichung setzt nun einen konstante^ Scbubkoeffizienten voraus, 
was bei dem in der Praxis zumeist verwendeten Material Schmiedeeisen 
und Stahl fast vollständig zutrifft. 

Handelt es sich dagegen um Gußeisen, bei dem der Schubkoef- 
fizient ß mit wachsender Schiebung, bezw. Spannung zunimmt, so braucht 
man nur in der vorliegenden Momentengleichung die Scbubspannung t 
durch den veränderlichen Koeffizienten ß nach der im § 13, Abs. 1 auf- 
geführten Elastizitätsgleichung y=^ßx, woraus t^ -- folgt, zu ersetzen. 

An Stelle des polaren Trägheitsmomentes kann man auch nach 
§ 15, Abs. 4 das äquatoriale Trägheitsmoment in die Festigkeitsgleichung 
einführen, wie es die allgemeine Gleichung in dem folgenden Abschnitte b 
erkennen läßt 

NB. Setzt man in der voretehenden Gleichung 146 das polare Wider- 
standsmoment für den Kreisquerechnitt ein, so ei^bt sich der.Durchmesser 
von Bchmiedeeiaernen Wellen aus 
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Entwickelong der FestigkeitsgUichnDg, 



d = Vi5M". = ,,,2VM« U, 

Wählt man für normale Verhältnisse die Schubspannung ka ^ 
2,11 kg/qmm als einen praktisch viel gebrauchten Mittelwert, so erhält man 
den nur auf Festjgkeit berechnet«!) WeUendurchmeaaer 



d=l,72 



]/^= 1,341 fMd 148 



Da nun nach den Kegeln der Mechanik die Arbeit aus Kraft mal 
Weg gefunden wird, so ergibt sich nach 

Fig. 160 für einen Punkt am Umfange der ,-- .^^^ 

Welle, in dem die Umfangskraft P am Ra- /''' / ^V 

dius r wirkt, die Arbeit in einer Sekunde 



V 



kgmm 

Tioöö""" 



P2rnn . \ 



60.1000.75 


^-,_ 


.''' 


Pr2;in SrenMj 




Fig. 150. 


60. 1Ü00.75 60.1000.76 




„ 60.,000.75N ^,,,_N 







Setzt man diesen Wert in die Gleichung 148 ein, so berechnet 
sich der Wellendurehmesser, ausgedrückt durch Pferdestärken und Touren- 



i = 1,341 |/716200- = 120y- 



6) Für elliptisch^i und r&^teckigen Querschnitt. 

In früherer Zeit hat man die vorher für den Kreisquerschnitt auf- 
gestellte Festigkeitsgleichung auch für andere Querschnitte angewandt, in- 
dem man für den Halbmesser r den größten Abstand des Querschnittes, 
vom ToreioDsmittelpunkte aus gemessen, einführte, womit angenommen 
wurde, daß im größten Abstände auch die größte Spannung vorhanden 
sei. Die weiteren Erfahrungen haben indessen ergeben, daß nicht im 
größten, sondern im kleinsten Faserabstande eines Querschnittes die größten 
Spannungen auftreten; 

£ine solche Span nungs Verteilung zeigen die Figuren 151 und 152, 
und zwar zeigt die Figur 161 , daß für Flächent^lchen in der Richtung 
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VI, Abschnitt. Tondon. 



einer beliebigen Halbachse des elliptischen Querschnittes Propordonalität 
zwischen den Schubspannungen und den zugehörigen, vom Mittelpunkte 



Ebenso zeigt die Fig. 162 eine Proportionalität für die beiden Haupt- 
achsen des rechteckigen Querschnittes ; außerdem ^bt diese Figur noch 
eine Übersicht über die Span nungs Verteilungen in den Querschaittselementen 
der Umfangs- und der Diagonalrichtung. 

Wahrend nun jede Querschnittsform eine eigene Entwickelung nötig 
macht, deren Durchführung selbst für die beiden vorliegenden Querschnitte 
außeriiatb der Grenzen dieses Buches liegt, so sei doch an dieser Stelle 





Fig. 152. 

darauf aufmerksam gemacht, daß sich die Resultate der Festigkeits- 
^eichuDgen für die Ellipse und das Rechteck in der bereits unter a dieses 
Abschnittes für den Kreis aufgestellten Fesljgkeitsgleichung 146 darstellen 
lassen, sofern man noch einen Faktor la einführt, der die einzelnen Quer- 
schnitte zu berücksichtigen hat. 

Die ftllgemelBe Gleicliuiig lautet 
0,. 



Ma^*. 



^kd 



151 



Hierin bedeutet 

= das Moment des drehenden Kräftepaares, 

= das kleinere der beiden Hauptträgheitsmomente, 

: den kleineren der beiden in den Hauptachsenrichtungen zu messen- 
den äußersten Faserabstand, falls die Abstände verschieden sein sollten. 
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§ 26. Entwickelung der FonnSoileniDgtigleicbung, 159 

kä ^ die zulässige MaterialspannuDg gegen Drehung, 
(it ^ einen Zahlenwert, der 

1. für den Kreis und den Kreisring w ^ 2, 

2. fUr die Ellipse und den Ellipsenring (d=2, 

4, 

3. für das Rechteck "^ "= ö 

beträgt. 

NB. Der allgemeineren Festigkeitsgleichung 151 folgen auch gerade 
atabförmige Körper, deren Querschnitte ein gleichseitiges Dreieck oder ein . 
gleich sei tjges Sechseck darstellt; 

für den ersteren Fall ist o) = 1,386, 
„ „ letzteren „ „ w ^ 1,694. 

4. Entwlckeluug der Formünderungsgleichung. Verdrehungswiokel. 

In der praktischen Anwendung kommen viele Fälle vor, wo die 
Dimensionierung der auf Drehung beanspruchten Körper nach der unter 
3 aufgestellten Featigkeitsgieichung allein nicht genügt Die so erhaltenen 
Resultate können bei großem Drehmomente und langen Körpern, wie es 
bei Triebwerkswellen meistens der Fall ist, zu kleine Werte erreichen, so 
daß die Körper eine praktisch unzulässige Verdrehung erleiden könnten. 
Es macht sich deshalb 
notwendig, alle auf 
Festigkeit berechneten 
Körper noch auf Ver- 
drehung zu untersuchen. 
Um eine solche Glei- 
chung für kreisförmigen 
Querschnitt zu erhalten, 
verfahre man, wie folgt: 

Nach Fig. 153 be- 
trägt die größte Ver- 
drehung X des Endquer- 
Hchnittes gegenüber dem 

festgeklemmten p. j^g 

i, ^= BBi ::= rarcqn. 

Nach der im § 13, Abs. 1 vorli^enden Schubelastizitätsgleichung 43 
ist die Verdrehung 

Jl — yl = ßtl. 

Durch Gleichsetzen der beiden jl- Werte erhält man 
rarcy =^ jJtI, 

«oram „c,y = 2?' folgt 
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16Ü VI, Abschnitt. Torsion. 

Die SchubspannuDg t beträgt nun nach der im Abschnitte 3, a 

& 

dieses Paragraphen entwickelten Gleichung 146 Mj ^ ~^- t, 

Mjr 

"^ 0p" 

Den Wert oben eingesetzt, gibt 

^^'^ r 0p 

Führt man nun den letzten Wert in die Verhältnisgleichung des 



arc9>:yö== 271:360" 

ein, so ergibt sich der Verdrehungswinkel 

360arca- 180 
g)" ^ ■■■ ■ — i- ^ — ~ arcqo 

,.=l«5^ 152 

Hierin bedeutet 
Ma = das Drehmoment, 

1 = die Länge des auf Drehung beanspruchten zylindrischen Körpers, 
0p = das polare Trägheitsmoment, 
ß i= den Schubkoeffizienten. 

Erfahrungsmäßig läßt man bei schmiedeeisernen Wellen eine Ver- 
drehung von '/*" für den laufenden Meter zu, was bei einer 1 Meter 
langen Welle einem Verdrehungswinkel von 

ip^ — \^— Grad entspricht. 

Für eine 1 Millimeter lange Welle beträgt dann der Verdrehungs- 
winkel 

Diesen Wert in die Formänderungagleichung 152 eingesetzt, gibt 
n_ 180j?Mdl _ 1 
^ ~ n 0p ~4000' 

11 1 1 

Da femer nach § 13, Abs. I ß^~ 



G 



und nach § 16, Abs. 3 0p = 
einen Weliendurchmesser von 



DigitizedOyGoÜglc 



S 26. Greniwertbestiininiuig zHisebeii Festigkeit «od ForrnftndeniDg. 

1 _ 180jiMal _ 180 1 Mdl 

40Ü0~ ;i 0p ~ 71 ttOOO d*n 

l2 



od» d = yMg^M,| = 4,m{'M. .... 163 

Mit Bezugnalune auf die der Mechanik angehdrendeo Ärbeitsgleichung 

N" 
149 „Mj ^716200 — , womit das drehende Moment durch Pferdestärken 

und Tourenzahl ersetzt werden kann, ergibt sich der Wellend urchmesBer 

d = 4,125 1/716200 — = ^1201/- . ... 154 

NB. Eine für kreisförmige, elliptische und rechteckige Querschnitte 
gültjge Formänderungsgleichung erhält man in der Form 

„ 18O0j + 07„„ , 180 0p Md, 

worin 

©i und 0j die beiden Hauptträgheitsmomente, 

0p das polare Trägheitsmoment, 

1 die' Länge des Körpers, 
und (u ^^ 1 für kreis- und kreisringförmige Querschnitte, 

w = 1 für elliptische Querschnitte, 

at =: 1^2 für alle rechteckigen Querschnitte 
darstellt. 

5. OrenzwertbestimmuRg zwischen Festigkeit und FormÜnderung. 

Da eine nach Abschnitt 3 nur auf Festigkeit berechnete Welle in 
den meisten Fällen auch einer gegebenen Formänderung entsprechen soll, 
umgekehrt aber auch eine nach Abschnitt 4 auf Verdrehung bestimmte 
Welle der Festigkeitsgleichung Genüge leisten muß, so geht daraus hervor, 
daß von beiden Rechnungsarten stets der größte Wert für die praktische 
Anwendung zu benutzen ist 

Da man nun aber nicht immer voraussehen kann, welche Gleichung 
den größten Wert liefert, so ist es von Interesse zu wissen, was für einen 
Grenzwert beide Gleichungen gemeinsam haben. 

Dieser Wert ergibt sich in folgender Weise: 



1. Nach de; 


r Fes 


tigkeit i 


st 


M.= W,k.= -^k, 


J. nach der 


Fori 


Tiändern 


»g 


^, 180 ,»M.l 
180 1 'l 

» =irGdJ;?"- 
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162 Tl. AWImiU. Tonk«. 

wonm. "■' = 150:321 '-'^ 

Da in beiden Fällen H^ dasselbe Homent ist, so wfaäU man durch 
fJIdchDetzen 

180.321" 16' ' 
, TiQwä 

d='«''v^-"'l= 114,688!-'^- 166 

folgt, 

Diener GrenzdurchmesBer besagt, daß bei Unterscbreitung desselben 
die Wellen auf Verdrehung, bei Überschreitung dag^en auf Festigkeit 
l>ur<«bnet werden mSsaen. 

Der genannte Durchmesser beträgt unter den in Abschnitt 3 und 4 
gumiichten Annahmen, nämlich kd = 2,ll kg pro qmm, G ^ 8000 kg 
, 0,251 26 , 

P"* ''•""•"'"' 9*= Yooö=roöuöö^ 

. , , . =oü 1 ■ 241 114,688.2,11 . 100000 

"='"'™^CI1^„= -^-ÄS 

100000 

., = 120,89 rvj 121 mm 157 

Unter Einnetzuug dieses Durchmessers in eine der beiden Toreions- 
gloichungcin 146, bezw. 152 kann mau auch einen Grenzwert für das drehende 
Moment bestimmen. 

Aus der Festigkeitaglelchung 146 eipbt sich 

Mj = ^^^ kd = ^1^'- d' = "^^- 121» = 733 900 kgmm . 168 

Wird das Moment unterschritten, so muß auf Verdrehung, im 
anderen Fnllo dagegen auf Festigkeit gerechnet werden. 

Im übrigen ergeben auch die im Abschnitte 3 und 4 aufgestellten 

Bpexiellen Gleichungen, nämlich d = 12ol/— und d^l20l/— , für 

N 
dna Vcrltältnis — = 1 ein und denselben Wellendurchmesser. Wird das 

11 
Vorhilltiiis kleiner als eins, so liefert die 4. Wurzel der Fonnänderungs- 
ftbüt'hung den größten Wert, ist aber das Verhältnis größer als eins, so 
gibt die 8, Wurxel der Festigkeitsgleichung den größten Wert 

NB. Zu boiii'hten ist immer, daß für jede andere Mat^rialspannung 
oder t>inou anderen Verdrehuugswinkel die Grenzwerte andere Werte an- 
nehmen. 
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Anwendungen der Festigkeitslehre. 



Erste Anfgabengrnppe. 
Zu g 3. Zug- uad Druckfestigkeit. 
1. Beispiel. Für einen auf 5 Atmosphären ÜlÄrdrück bean- 
aprachten Dampfzylinder von 600 mm Durchmesser soll der Kemdurch- 
messer der Deckelachrauben für den Fall be- 
stimmt werden, daß 10 Stück derselben bei einer Ä^ 



zulässigen Materialbeanspruchung von 
qmm zur Verwendung kommen sollen 

Lösung: Nach Formel 7. 

1. Der Dampfdruck P. 



( kg pro 



2. Dei 



Kerndurchmesf 



r d,. 
■ik.. 




r ?iiki 

=60 y; 



r Tiiks 4 r iki 



10.3 



= 24,49 1 



Dieser Durchmesser entepncht einer IV*" Schraube nach Whitworth 
mit d, = 27,10 mm Kerndurchmesser. 

2. Beispiel. Eine aus 4 gleichschenkligen 
Winkeleisen hergestellte kreuzförmige Zugstange 
werde mit 700 kg/cm^ Querschnitt beansprucht. 
Die Schenkelhöhe der Winkeleisen sei mit 
130 mm, die mittlere Dicke der Schenkel mit 
16 mm und der Durchmesser der zur Verbin- 
dung benutzten Nieten mit 25 mm gegeben. 

Welche Belastung kann die Stange er- 
balten? 
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164 Ente AufgabengrDppe. 

Lösung: Nach Formel 7. 
P:^fk, = i{hd-!-(h — (J~d)(I}k. = i(Jk.(h + h— d — d) 
„ =i(Jk,(2h — d--d) — 4.16.7(2.130— 16 — 25) 
„ = 448 . 219 = 98112 kg . 

3. Beispiel. Es soll die Bruchfealägkeit eines vorhandenen Förder- 
seiles bestimmt werden. Dasselbe besteht, aus 7 Litzen, wobei jede Litze 
aus 18 Drähten von je S,5 mm Durchmesser hergestellt ist. Die bei 
&facher Sicherheit in Frage kommende Tragfähigkeit des Seiles betrage 
12000 kg. 

Lösung: Nach den Formeln 6 imd 7. . 



= fk = 



Pm 



- =: 97 kg pro qmm. 



4. Beispiel. Für einen Riemenzug von 72 kg soll die Dicke des 
Riemens ermittelt werden, wenn die Breite desselben 120 mm und die 
fttaterialspannung 12 kg 
pro qcm beträgt. 

Lösung : Nach Fonnel 7, 
P = fk. = b(Ik,, 





Fig. 150. 
aus Bundeisen hergestellten Ketteneiaens 

Gegeben: P = 30t _ 

d = 20 mm P— fs — 

Gesucht: e = ? 



Lögung: Nach Formel 7. 

d*7l 



5. Beispiel. Ein 

Kettenglied zerreißt bei 
einer Zugbelastung von 
30 Tonnen. 

Welche Bruchfestig- 
keit besitzt das Material, 
wenn der Durchmesser des 
beträgt? 



6. Beispiel, Ein auf 2 Mauern : 
der Mitte mit 12000 kg belastet. 



_ P.4 _ 30000.4 
~ 2.d%~2.20*.n 
^ 48 kg pro qmm. 

lagerter I-Eisenträger werde in 
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Zug- 1 



1 Druckf^Btigbeil 



165 



Welche Äuflagelänge muß derselbe erhalten, wenn die Flanschbreit« 
18,5 cm beträgt und dne besondere Druckplatte nicht angewendet werdea 
aoll? Die Beanspruchung des Mauerwerks sei 
mit 12 kg pro qcm vorgeschrieben. 
Lösung: Nach Formel 8. 
P=fkd = bl2ka 

■ _ P _ 12 000 _1Q0_^^ 
~2bkd~ 2.18,5.12~ 3,7 " - — ~ 

7. Beispiel. Es soll der lichte Durch 
messer einer kurzen, hohlen, gußeisernen Säule 
bestimmt -werden, die bei einem äußeren Durch 
messer von 140 mm und 500 kg Material 
Spannung eine Belastung von 40 t tragen kann 

Lösung: Nach Formel 8. 




= (D>-<l>)Jk,. 
- — D" = — d', 



= 20 yi* 



- 20 1/49 — 25,48 



= 20 . 4,8 



= 97,00 r 



1 folgt 



n beanspruche den Lager- 
sei gleich dem l,4facheo 



8. Beispiel. Ein schmiedeeiserner Zapft 
körper mit 2000 kg. Die Länge des Zapfens 
Durchmesser desselben, der mit 
40 mm gegeben ist 

Wie groß ist der Flächen- 
druck zwischen Zapfen und Lager? 
Lösung: Nach Formel 8. 
P = fp = dlp = d. l,4d.p 

„=i,4däp, 

_ P _ 2000 _ 5 
^ ~ IM^ ^ 1,4.40« "^ bfi 
„ = 0.893 kg . 

9. Beispiel. Für dne in der Achsenrichtung mit 12600 kg be- 
lastete Welle soll der Durchmesser des Spurzapfens für den Fall bestimmt 
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f,»;, 



EiBte ÄD^bengruppr. 

werden , daß die aus Bronze hergestellte 
Spurplatte ala Ringplatte mit einer Bohrung 
gleich dem halben Zapfendurchmesser aus- 
gebildet ist und daß der Flächendruck 0,35 kg 
pro qmm nicht überschreitet. 
Lösung: Nach Formel 8. 

„ = id>-(0,5d)'}2p 
'' "" „ = <i'(l— 0.25) ^p = 0,75 jd>p, 

-V^^ = 4.0,564T/Z=V56l/|lll 
\ 0,75 71 p r ap \l 3.0,35 




= 245,9 



1 folgt 



10. Beispiel. Wie groß muß der Wellendurcbmesser eines Kamm- 

zapfens ausgeführt werden, wenn die aufzunehmende Kraft 7500 kg, die 

Tourenzahl 200 beträgt und 5 lünge 

(i. in Frage kommen? Die Ringbreite 

soll hierbei das 0,1 fache des Zapfen- 

g). 7500.4«. durchmessers betragen; der von der 

^ Tourenzahl abhängig zu machende 

Flächendruck sei nach der empiriachen 



Fig. 162. 

Gegeben: P = 7500 kg 
i = 5 

n = 200 



Gleichung p=r— festzustellen. 

Lösung; Nach Formel 8. 

P = fp = i((d + 2b)'' — d«}' 



33 



4 n 

= ^f{(d+2.0,ldf-d«} 

= ^{(,,2,l)^_d^} 
= i^(144dä-d*) 
. ?J^ 0,44 d^ = 3,63?!^. 

„=56,4 1/^ = ^1/15 = 51,27. 3,.6 
„ =^ 1 62 mm folgt. 
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Druckteitigkeit. EloBtizität. 



167 



11. Beispiel. Eiae gußeiserne Säule vom lichten Durchmeaser 
13 cm beansprucht ein aus Ziegelsteinen hergestelltes Fundament mit 
50000 kg. 

Welche Seitenlänge muß die quadratische Fuß- 
platte erhalten, wenn die runde Aussparung berück- 
sichtigt und 1 qcm Mauerwerk mit 12 kg belastet 
werden soll? 

Lösung: Nach Formel 8. 



= 60000 kg 

= 12 kg pro qcm 



Gesucht: 



= fkd: 



— 1 /500U0 
■' ~ K 12 + 



= 1/4166,67+113,09 

= 1/4279,76 



^- 50000 Aa 




Zweite Anfgabengruppe. 

Zu § 3. eisstizität. 

12. Beispiel. Eine schmiedeeiserne Rundeisenstange von 2,7 m 
Länge werde mit 6500 kg beansprucht. Der Durchmesser der Stange sei 
1,8 cm. Der Dehnungskoeffizient des vorliegenden Ma- 



terials beträft — ■ 

^ 2000000 

Um wieviel wird sich unter der Belastung die 
Stange ausdehnen ? 



.:. P = 6500 kg 



Gesucht: ;t = ? 



Lösung: Nach Formel II, i-VS[ , 
P P 



_L_ 6500 
2000000 1,8% 



„ ^ 0,0034 m = 3,4 mm. ^''«- '®^- 



13. Beispiel. Eine Zugstange von Flacheisen mit 2,5 X 7 cm 
Querschnitt und 3,5 m Länge werde mit einer Kraft von 18 t bean- 
sprucht. 
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ZweiW Aufgabengmpp«. 

1. Welcher Anstrengung ist das Material ausgesetzt, und 

2. welche Verlängerung wird die Stange erleiden ? 
Lösung: Nach den Formeln 7 und 11. 

1. Pz=fk = rfbk 
. _ P _ 18000 
~Sb " 2,5 . 7 
„ ^= 1028,6 kg pro qcm 



1 



2000000 
„=0,18 cm. 



14. Beispiel. Ea soll die Länge eines mit 4&0 kg 
pro <jcm beanspruchten Kupferdrahtes bestimmt werden, der 
sich unter der Belastung um 5 cm verlängert hat. 
Der Elastizitätsmodul beträgt 1300000 kg pro qcm. 

kg Lösung: Nach den Formeln 11 und 12 



E-^ 1300000 - 





yt-lHlCm 



p= 


^245 t 


f= 


=350 qcm 


/= 


= 0,28 mm 


1= 


40 cm 



15. Beispiel. Unter der Belastung von 

245 t drückt sich eine 40 cm lange Gußeisen- 
stenge von 350 qcm Querschnitt um 0,28 mm 
zusammen. 

Welchen Elastizitätsmodul besitzt das vor- 
liegende Material? 
Lösung: Nach den Formeln 11 und 12. 



E: 



.l?l 
Ef 
246000.40 



_P1__ 

"Äf ~ 0,028.350 

= 1 OOOOOO kg pro qcm. 



16. Beispiel. Für eine Kraft von 2500 kg soll bei 6 kg pro 

qmm Materialinanspruchnahme eine 2 m lange Zugstange von Bundeisen 

hergestellt werden. 
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Elaaüzitat. Auadehnnng durch Wärme. 



1. Wie groß ist der Durch- 




messer der Stange zu wählen? 




^*t......_,; _.lr* 


2. Um welchen Bettag 


wird 


sich dieselbe unter der genannten 


Fig. 167. 


Belastung verlängern? 






Gegeben: P = 2500 kg 


Lös 


ng: Nach den Formehi 7 und 11 


k = 6JEL 




, 


P=,k=^^k 


qnim 






4 








4P 4.2500 
.** nk «.6 


Gesucht; 1. d = ? 


2. 1. = ! 






„ ^ 23 mm. 






2 


>■ "»' 2000000™°-^ 
„ = 0,0006 m_0,6 mm. 



Dritte Anfgabengruppe. 
Zu § i. Ausdehnung durch WSnne. 

17. Beispiel. Eine 5,& m lange Eisenstange habe eine Temperatur 
von 15'* C, die auf 75° R erhöht werden soll. Die Längenzunahme der 
Stange soll nun für den Fall bestimmt werden, daß der Ausdehnungs- 
koeffiuent des vorliegenden Materials 0,000012 beträgt. 

Lösung: Nach Formel 13. 

i = a (tg — ti) 1 = 0,000012 (75 . ^ — 15) . 5,5 

„=0,000012 -'^5,5=0,0051975 m = 5,1975 mm. 



18. Beispiel. Eine 
schmiedeeiserne Fachwerk- 
strehe von 6 m Länge ist 
einer Temperaturschwan- 
kung von ti = — 20" 
bis tg ^ 60° C ausgesetzt. 

Um wieviel wird sich 
die Strebe ausdehnen, wenn 
der Ausdehnungskoeffizient 
für das vorliegende Ma- 
terial 0,1231 . 10-* be- 
trägt? 



'•!5,W 









^6« 



# 
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Dritte Antgabengnippe. 

IvSsung: NacL Formel liJ. 

l=a{tt'~ty)l = 0,1231 . 10-* {60 - {— 20)) 6 
„ = 0,lü31 .10-*. 80. 6 = 0,0059088 m 
„ = .11.9088 mm . 

19. Beispiel. Eine massive Kugel aus Kupfer hat bei einer 

Temperatur von 170* C einen Radius von 

y^^^^'''''''^''''^^ 4,6 cm. 

''' '^■Ütw^J^I ^"^ ^^^'^1 verkleinert sieb infolge der 

./.-rti" "i\ Zusammenziehung 

;'l 1. der Radius, 

'/^h ntffl ^' "^'^ Oberfläche und 

\;^ -j^^N* »fl ^' ^^^ Rauminhalt der Kugel, wenn die 

^■^ti;:;;-;*^ It-WS Temperatur bis auf 10» C abgekühlt 

Fig. 170. "'''^ ^^^ ^^^ Ausdehnungskoeffizient 

des Kupfers 18. 10-« betrügt. 
Lösung: Nach Formel 13. 

1. J. = o (t, — tj) I = 18 . 10-fl (170 — 10) 4,6 = 0.01296 cm. 

2. w=4r,% — 4ri,^7r = 47r(r,ä — rj,«) 

„ = 4;i {4,5« — (4,5 — 0,01 296)^'} = 1,46289 gem . 

„ = ^ {4,6» — (4,6 — 0,01 29e)») = 3.2969 com. 



20. Beispiel. Ein aus Schweißeisen hergestellter Schrumpf ring 
habe bei 750* R einen lichten Durchmesser von 50 cm. Die Breite des 
Ringes betrag 12 cm und die Dicke 6 cm. 







Fig. 171. Fig. 172. 



Auf welchen lichten Durchmesser wird sieb der Ring ; 
ziehen, wenn er sich auf 18" C abgekühlt hat und von der kleinen 
Zusammen Ziehung in Richtung des Querschnittes abgesehen werden soll? 
Der Ausdehnungskoeffizient beträgt 0,1212. lO"*. 
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AuBdehnnng dnieh Winue. Erweitertes HookeacheB Gesetz. 

Lösung: Nach den Formeln 1 uii<) 13. 

l, = l,-/ = ],-B(t,-t,}l, = l,{l-a(t,-tj,)}, 
oder die Werte eingesetzt^ 

(d, + d)si = (dj+d)7»{l-0(t,-t,)), 

woraus dj = (dj -|- <J) {l — a (t, — tj)} — ij 

„ =(iiO+6){l -0,1212.10-*('?50.|— 18)j — 6 

„ =66(1 — 0,1212. 10-*. 919,6)— 6 = 56. 0,9889- 
„ = 65,3784 — 6 = 49,3784 = r ^ 49,38 cm folgt 

21. Beispiel. Es soll 1. die Kraft ermittelt 
werden, die bei der Ausdehnung einer Flacbeisen- 
stange tou 26 mm Dicke und 70 mm Brmte über- 
wunden werden kann, wenn die Stange eine Länge 
von 3,5 m besitzt und von Flußeisen hergestellt ist i.^^ 
Die Temperatur der Stange erhöht sich von 12*' R 
auf 50* C. 

Der Elastizitätsmodul des vorliegenden Materials 

beträgt 2000000 kg pro qcm, der Ausdebnungskoeffi- i': ^"*'*; 

zient 0,1176 . 10-*. A^-- A-W« 

2. Welche Arbeitsleistung kann bei der frag- BK-".|Mi% 

liehen Erwärmncg geleistet werden? '"^^19%, 

Lösung: Fig. 173. 

1. P = aE {tj — ti) f = öE (t, — tj) bd 

„ = 0,1176. 10-*. 2000000 (fiO— 12.|) 7.2,6 
„ ^ 14406 kg. 

2. A = p;i = Po(tj^t,)l 

„ =14406. 0,1176. 10-*. (&0— 12.^1 3,5 
" = 20.753 kgm. 

Vierte Änfgabengrnppe. 
Zu § 5. Erweitertes Hookesches Gesetz. 

22. Beispiel. Ein neuer Ledeniemen von 10 m Länge werde 
mit 27 kg pro qcm beansprucht. 

Welche Ausdehnung wird der Riemen erleiden, 

koeffizient -.-z-^ beträgt? 



L der Dehnungs- 



DigitizedOy Google 



Vierte nod Fünfte Aalgabengnippe. 
Lösung: Nach deo Formeln 11 und 15. 



„ = No,7log27 +loglO — log 1260 

„ = N0,7 . 1,43136 + 1 — 3,09691 = Nw,00l95 — 3,09691" 

„ = N 0,90 504 — 2 = 0,08036 m = 8,036 cm. 

33. Beispiel. Es soll die Höbe eines Fundamentes aus Granit 
bestimmt werden, wenn das Material mit 45 kg pro qcm beansprucbt 
wird und eine Zusammendrückung von 0,0004 m erfahrt 
1 



Der Behnungskoeffizient beträgt - 

240000 
Lösung: Nach den Formelu 11 und 15. 
i = «1 = oo'°l 

1 = — ^^^Nlogi — logö — mlogo 

„ = NlogO,0004 — log 1 + log240000 — l,374log46 
„ = N0,60296 — 4 — 0,0 + 5,38021 — 1,374.1,65321 
„ ^ N5,98 227 — 6,27151 = No,71076 — 1 
„ = 0,51376 m. 



Fünfte Anfgabengrnppe. 
Zu § 7. Geliindertfl Dehnung. 

24. Beispiel. Ein ecbmiedeeiserner Körper habe eine Länge von 



i von 0,4 m ■ 




-Ui 



id eine Höbe von 0,8 i 

Der Körper werde in der 
Längsrichtung mit einer Kraft 
von 75 t, in der Breilenrichtung 
mit 500 t und in Richtung der 
Höhe mit 150 t auf Zug bean- 
sprucht. 

Der Erfahrungswert m sei 
mit 3,5 angenommen. 

Um wieviel wird sich der 
Körper in der Längsrichtung aus- 
dehnen ? 



.5O0t 



Lösung: Nach Formel 18. 



— - = a«! 



o, +0 
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Gehinderte Dehnung. Zagfestigkeit mit Eigengevicht. 
Pjc Px 600000 625 



"^~ Ih ~120.80~ 12 

_ Py _ Py _ 16000Q _ 125_ 

""C"~ bT~4ü.l20~"^~ 



= 52,08 kg pro qcm 
r 31,25 kg „ „ 



Pi Pi 76000 187,6 , 

"'' °- = TT ~bi = 40-. 80 =-»-='*" '■8 ' ' ■"■ 
Naeh Einsetzung der Werte ergibt sich 

-"isiööö {''■"' - "'''ata ''•" ) - io^oö (''■"' - ■^'°^' 

„ = 0,000018226 cm. 



Sechste Äafgabengrnppe. 
Zu § 8. Zngfestlg'keit mit Berücksichtigung des Eigengewichtes. 

25. Beispiel. Es soll der Querschnitt eines 260 m langen 
schmiedeeisernen Schachtgestänges für den Fall bestimmt werden, daß es 
außer seinem Eigengewichte noch eine Xiast tos 36000 kg tragen kann. 
Das spezifische Gewicht des Materials sei mit 7,6 und die Inanspruch- 
nahme desselben mit 7,6 kg pro qmm vorausgesetzt. 

L&sung: Nach Formel 20. 

f^_P__^ 35000 ^ 35000 

~"k~lj'~7,5. 10000— 2500. 7,6 ~ 26t0 (7,6 . 4 — 7,6) 

14 

" 2,6 cm'. 

26. Beispiel. Ein ursprünglich auf 5 fache Sicherheit berechnetes 
Förderseil von 300 m Länge besteht aus 7 Litzen , deren jede aus 
18 Drähten von je 2,5 mm Durchmesser gebildet ist. 

Es soll nun der Bruchmodul des Materials angegeben werden, wenn 
bei der genannten Sicherheit die Tragfähigkeit des Seiles außer dem Eigen- 
gewichte 9000 kg und das spezifische Gewicht 7,8 beträgt. 

Lösung: Nach Formel 20. 
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Sechste Anfgabengmppe. 

„ = {145590,948 + 23400) 5 

,, = 168990,948 . 5 = 844954,740 kg pro qdm 

„ '>^ 84,5 kg pro qmm. 

27. Beispiel. Ein Pumpengeatänge vod Flaciieisen 
habe die Läoge von 25 m und werde mit einer Last von 
1500 kg beansprucht Die Materialspannung sei mit 600 kg 
^ pro qcm und das spezifische Gewicht des in Frage kom- 
menden Materials mit 7,6 vorgeschrieben. 

Welche Abmessungen muß der Querschnitt erhalten, 
wenn die Breite und Dicke im Verhältnis stehen wie 7 : 2,5? 

_ Lösung: Nach Formel 20. 

9-/iUi6lk<f p 

m-:ii ^ = k--ly' 

Pig lYg Den Wert eingesetzt, gibt 2,8(1^ = ^ ^, 

woraus d- 



K k — ly 2,8 r (6 



-ly2,8 ('(60000 — 250.7,6)2,8 
„ ^ 9,6 mm os 10 mm 

und b — — = 2,8ö = 2,8 . 9,6 = 26,88 mm ou 27 mm folgt. 

28. Beispiel. Die beistehend skizziert«, aus Kundeiaen von 35 mm 
Durchmeser beigestellte Kette werde mit einer Höchstlast von 5000 kg 
belastet. Die in der Praxis vielfach benutzte Materialspannung ist mit 
6 kg g€geben, die einer 4 bis 5 fachen Sicherheit g^;enüber einer zwischen 
Null und max. wechselnden Belastung entspricht. Das spezifische Giewicht 
des Ketteneisens beträgt 7,7. 

Welche Traglänge erhält die Kette? 

Lösung : 

1. Mittlerer Umfang eines Kettengliedes. 

c... j TT v-1. ■ ^ (a78 + 0,5)d 1,25 ^, 
Für das Verhältnis -=>,"-—■'- — ^. /— = -^- = 0,7 
a (l,3 + 0,ö)d 1,8 
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Zugfestigkeit mit Eigeogevicht. 176 

wird der mittlere Umfang aus der folgenden Annäherungsgleichung be- 
stimmt. 



u = 4,4 Va^ + b* = 4,4 ^f{lMf -{-(h^bdf 
„ = 4,4 d 1/3,24 + 1,6626= 4,4d (^4,8020 
„ = 4,4d . 8,1908 = 9,64d = .^ lOd. 
2. Tragfähigkeit 

P + G^fk = 2^k = ^k. 



3. 


Gewicht eines Kettengliedes.' 




4. 


Anzahl der Kettenglieder pro 


Ifd 


Meter. 


'^ = 2;6d- 




5. 


Gewicht pro lfd. Meter Kette. 
G, = gA=i'«.Od,^^. 




«. 


Gewicht der ganzen Kette. 
G = G.L=^,Od,^L. 




7. 


Traglänge der Kette. 





P-(- G=i--k, oder die Werte eingesetzt, 



woraus 

/d«rt_^__,_ 

/ilOyl 
/0,35% 



) 



- 60000 — 5000 



0,35^71.10.7,7. lu 



'''^■*°'^''(iö96äTi3:i:7=i!5;üü 



29. Beispiel. Welche Tr^länge erhält ein 
aus i Drähten gedrehtes Seil ffir den Fall, daß das 
Drjihtmat«rial mit 12 kg beansprucht werden kann 
und das spezifische Gewicht 7,8 beträgt? 

Beim Drehen dea Seiles verkürzen sich die ein- 
zelnen Draht« um lO^/o ihrer Länge. 



DigitizedOyGoÜglC 



Lösung: 

1. Tragfähigkeit. 

G = fk. 

2. Gewicht pro lfd. Meter Drahtseil. 

Gl = Vy = f (1 + 0,1 . 1) y = 1,1 f ly ■ 

3. Gewicht des ganzen Seiles. 

G = G^ L . 

4. Traglänge des Seiles. 

G=fk oder G,L = fk, 
fk fk k 120000 



woraus L = 



Gl Ufly 1,11)' 1,1.10.7,8 
2000 



30. Beispiel. Wie lang muß das '/t cm dicke 
/ff-\300Jka\ Drahtseil eines Luftballons werden, wenn er einen Auf- 
' * "-ieb von 1000 kg besitzt und das Seil mit der Erde 

1 Bra^hrung bleiben soll? 

Dss spezifische Gewicht des Seilmatenals sei 7,8. 

IjÖsuog : 

1. TragfähigkeiL 

P = fk = ^k = 1000 kg. 

2. Gewicht des Seiles. 
G = Vy = f Ly = ^^J^ yL. 

3. Seillänge. 




d%y 0,05*71.7,8 5» . 10"* . 7i . 7.8 
_^ ^80000«. _ j^^,^ 3 j^ ^e529.43.n. 

31. Beispiel. Welcher MaterialspaunuDg wird die im vorhei^hei 
den Beispiele bestimmte Seillänge entsprechen? 
Lösung: 

4 
, 4P 4.1000 ^„„^ ^ kg 
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ZDgfeitigkdt mit Eigengewicht. Körper Tan gleicher Zngfettigkeil. 17? 

32. Beispiel. Bei welcher Länge würde das verwandte Seil reißen, 
wenn der Bruchmodul 40 kg pro qmm beträgt? 
LöauDg: 

P = G, worin P = fk 

und G=^ iLy ist. 
, gibt f k=fL;' 

k^ 400000 _^^ 
y 7,8 



Siebente Aafgabengpuppe. 
Zu § 9. Körper von gleicher Zagfestigkeit. 
33. Beispiel. Das aus Rundeisen hergesteUte 

Gestänge einer Pumpenanlage habe eine Läoge von 
löO m und soll aus 5 gleichlangen Teilen von kon- 
stantem Querschnitt« hergestellt werden. Der auf dem 
Kolben lastende Wasserdruck einschließlich des Kolben- 
gewichtes und der Reibung betrage 20 Tonnen. Die 
Materialspannung sei mit 4 kg und das apezifisehe 
Gewicht mit 7,6 in Rechnung gezogen. 

Weiche Durchmesser sind den 5 Stangenteilen zu 
geben ? 

Lösung: Nach Formel 20 ergeben sich folgende 
Wert«: 

1. f ^V"^ P /-Mt 

' 4 k — 1,/' Pig. 179. 






'Vwoaoo-sXs)" '''^'Vift 



2. f, = 3^- = 



(k_l,y)(k_l,y)' 



'•-y U-km-kr) ''-''']^, 



20000 . 40000 
{40000 — 300 . 7,6)* 



' 8892,49 ^^'«'"«'"=.^1^ 
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., Festlgkeitalebi 



Siebente A.u^bengmppe. 

Pk« 

"(k-ljy)(k — J^y)(k-I,j.)' 



^-y^,. 



Pk* 



= 1,128 



l,y)(k-l,y)tk- l,y) 
-1/ 2000Q. 40000» 
\ (40000 — 300 . 7,6)* 



V^ Pk' 




4 (k-l,y)(k-l.,)(k-l,rt(k- 


i.r) 


n/4 Pk» 



y 20000.4 
(4OO0O — 3 



= 1,128 *'"'«'■ 



' (4OO0O — 300 . 7,6)» 



71 


Pk« 






(k- 


l,)')(k-l.r)(k-l,)')(t- 


l./)(k- 


!=)■) 


i 


Pk- 







4,3' 

.)(k-i,yj(k- i,y) (k - Kr)^ hr) 
— i2fil/ ^o QQQ-^0^00* _i^s8Qi/ 50 

"~ ' r (40000 — 300.7,6)"" 94,3a ^ 94,3 

„ = 0,9237 dm = 92,37 mm. 

34. Beispiel. Eine mit &000 kg belastete Zugstange von Flacli- 
dsen soll unter Berücksichtigung des Eigengewichtes für den Fall bestininkt 
werden, daß die Länge derselben 3& m und das Verhältnis der Breite zur 
Dicke des Querschnittes gleich 5,5 zu \,b sein und die Materialbean- 
spruchung b kg pro qmm betragen soll. 

Das spezifische Gewicht betrage 7,6. 

Berechnet sollen werden 

1. die Abmessungen des größten Querachnittfis, 

2. die Querschnittsabmessungen, im Abstände 20 m vom freien Ende 
aus gemessen, und 

3. die Seiten des kleinsten Querschnittes. 
lÄsung: Nach Formel 22. 

1. f = ?eT''=— ^2,71828»"*" = 0,1. 2,71828»-'S3a 
k &0000 

= 0,10547 qdm = 10,647 qcm . 
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Körper vod gleicher Zugfestigkeit, Hohlzylinder und Hohlkugel, 179 

Da nun f = b(J = ^tf. d = y dMsl^ 

80 erhält man d=']/^ = '\/ ^- ^^f" = 1,696 cm 
und b =~3 — ~ . 1,696 = 6,215 cm . 

„ = 0,1 . 2,71 828»'"»« = 0,10307 qdm 
„ = 10,307 qcm . 

Da nnn f, — b,i!, =^i, ■ i, =^V '••. 
so folgt 



. -,/3t, t/3. 10,307 , .„ 

b, =-^^1 = ^ 1,676 = 6,149 cm - 

• " k k k 5O00O <,5.y..y 

„ = 0,1 qdm =10 qcm. i-l^.fi. 

Nunistaberf^ ^bo<Jo =— iJq .dfl ^ — Jo^, Fig. iso. 



d..y«,=yi^. 



1,651 cm 



und bo=-— do=-ö-- '.651 = 6,050 cm folgt. 

Achte Aafgabengruppe. 
Zn § 10. Hohlzjrlinder and Hohlkngel. 
35. Beispiel. Ein gußeisernes Rohr habe einen lichten Durch- 
messer von 450 mm und eine Wandstarke von 15 mm. 

Welchen Überdruck wird das Rohr aushalten können, wenn das 
Material mit 150 kg pro qcm beanspracht werden soll? 
Lösung: Nach Formel 25. 
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180 Ächte Aufgabengrnppe. 

36. Beispiel. Ein schmiedeeisenies Rohr habe einen lichten Durch- 
messer von 30 cm, das lur Fortleitung dner unter 5 Aün. Überdruck 
Steheaden Flüssigkeit dienen soll. Die Materialspannung soU 1 kg be- 
tragen. 

Mit Bückaicht auf die Abnutzung und die Eigengewichtswirkung 
soll dem Festigkeitawerte noch eine Eonstante von 8 mm zugefi^ werden. 
Welche Wandstärke muß das Rohr haben? 
Lösung: Nach Formel 35. 

«J^-^|^d4-c = ^ -|- 30 + 0,8 = 0,187 + 0,8 = 0.987 cm . 

37. Beispiel. Es soll die Wandstärke einer aus Kupfer herge- 
stellten Hohlkugel von 90 cm Uchtem Durchmesser für den Fall aiigegel>en 
werden, daß die Materialspannung 2,2 kg pro qmm, der Ionen Überdruck 
3,5 Atm. beträgt und daß der durch die Rechnung sich eichenden Wand- 
stärke noch ein Erfahrungswert von 4 mm zugefügt wird. 

Lösung: Nach Formel 23. 

5 = ^N + c = ^^90 + 0,4 = 0,358 + 0,4 = 0,758 cm. 

38. Beispiel. Der Durchmesser des Zylinders einer liegenden 
Dampfmaschine betrage 50 cm. Die absolute Dampfspannung sei 8 Atm. 
Die Material Spannung des vorliegenden Gußeisens sei 130 kg pro qcm. 

Welche Wandstärke muß der Dampfzylinder erhalten ? 
Lösung: Nach Formel 28. 



130 "'■' 



= 3,23 cm. 



39. Beispiel. Die Blecbstärke eines Dampfkessels von 1,5 m 
lichtem Durchmesser soll für 12 Atm. Überdruekspannung ermittelt werden. 

Die Materialspannung des vorliegenden Kesselbleebes sd mit 500 kg 
pro qcm in Rechnung zu ziehen. 
Lösung: Nach Formel 28. 

3—^ g^^ d + c = ^ ^^r^ 160 + 0,3 = 2,1 + 0,3 = 2,4 cm. 

40. Beispiel. Wie groß ist die Blechstärke eines Lokomotiv- 
kessels mit 120 cm lichtem Durchmesser und 9 Atm. Überdruck zu wählen, 
wenn SehweißeiBen für das Blech- und Nietmaterial mit 3000 kg Bruch- 
modul zur Verwendung und zweireihig versetzte Überlappungsnietung bei 
4,5facher Sicherheit in Frage kommen soll? Die Festigkeitsverhältniszahl 
der Nietnaht sei erfahrungsgemäß mit 0,70 g^ben. Der sich aus der 
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HohlijÜDder. Schub- oder Soherfeatigkeil. 



181 



Rechnung ergebenden Wandstärke Boll noch ein Zuschlag tou 0,8 mm 
zugefugt werden. 

Lösung: Nach Formel 27. 

41. Beispiel. £b soll der äußere Durchmesser und die Wand- 
dicke eines auf 12 Atm, beansprachten DampfkesseiheizroIu^B von 40 cm 
lichtem Durchmesser für eine Materialspannung voa 5 kg pro qmm be- 
stimmt werden. 

Lösung: Nach Formel 33. 



.=.y: 



4-. 



= 40,84 c 



' ka-l,7p»" 
^ = |^(d» — di)=^ (40,84 — 40) = ^.0,84 = 0,42 ( 



500 
500 — 1,7 . 12 



Nennte Änfgabengmppe. 
Zu § 12. Schub- oder Scherfestigkeit. 
42. Belsttiel. Welche Kraft liat man t>eim Lochen eiucs schmiede- 
eisernen Bleches von 10 mm Dicke aufzuweu- 
den, wenn der Lochdurcbmesser des Bleches .„4^5?^ 

30 cm und die Schubfestigkeit gegen Bruch m^ I te^^ j^X 
35 kg beträgt? 

Lösung: Nach Formel 40. 

Pin« = fSa = d7nj8B = 30 7I. 10. 36 

„ =32970 kg. 



-EB' 



Fig. 180. 

43. Beia|iiel. Bis zu welcher Grenze lassen äich in vorstehender 

Blechtafel noch Löcher stanzen, wenn die Bruchfestigkeit gegen Druck 

des gehärteten Stahlstempels 100 kg beträgt, und wie groß müßt« hierbei 

die zum Lochen nötige Kraft sein? 

Lösung: Nach den Formeln 40 und 8. »p 

1. Der Lochdurchmesser d. 

F = dn(jsa gegen Schub, 

d>n 
P =; — — Bfl gegen Druck. 



Durch Crleichsetzen folgt: 
d?iiJsB = -^ Sd, 

woraus man oa,=^ — a^ 
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Nennte Aufgabengroppe. 



P^djida»^ 14 ro. 10 .35 = 15386 kg. 



erhält 

2. Die Kraft P. 



44. Beispiel. Welche Abmessungen erhält die beistehende Zug- 
stangenTerbindimg für eine Belastung von 10000 kg bei 750 kg Ma- 
terialspannung ? 

Lösung: Nach den Formeln 7 und 40. 
1. Der Zugstangendurchmeseer d. 



„ = 0,0412 VlOOOO = 0,0412 . 100 = 4,12 cm = 
ä. Die Gabeldicke d. 
P = fk. = 2ddk^, 

10000 



J= 



2dk. '2.4,2.750 



: 1,59 cm = 




2di*7t 



3. Der Bolzendurchm 
P = fk, 

^'~ " 0,4rrk, " 
=: 3,26 cm -- 



0,8k, = 0,4di*7iki, 

0,5^ -1 / lO . 100 00 
"2 V 750 



4. Der Augendurchmesser D. Die beiden Augen der Gabel 

können entweder durch Zerreißen senkrecht zur Siangenrichtung oder durch 
Herausacheren des Bolzens in Kichtung der Stange zum Bruche gefiihrt 
werden. 
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f^ab- oder Scberiest^keit. 183 

1. ge^n Zug: P = fks = (D — di) d2k,, 

--iJ;+^.=T^^ + '.- *.- + ».' 

„ = 7,467 cm = r ^ 75 mm. 

2. gegen Schub ; P = fka = 2(J,^2 . 0,8k, ^ 3,2di<Jk„ 

P 30000 „„„. „„ 

''' = 3jkT? == 3,2.750.1,6 = ^•^*'* '^"'■ 
D = 2J, + d, = 2 . 2,604 + 3,3 = 8,608 cm 
„ =: rvj 85 mm. 
Der letzte Durchmesser, aln der größere, ist der AusfühniDg zugrunde 
zu legen. 

4S. Beispiel. Es sind die Abmessungen eines einfachen Hänge- 
werkes für eine Spannweite und Höhe von 8, bezw. 3 m zu bestimmen. 

Der Elastizitätsmodul für Holz beträgt rund lOOOOO kg/qcm. Die 
Sicherheit in den Streben soll lOfach sein. Die zulässigen Spannungen 
gegen Zug, Druck und Abscherung sind für das Holzmaterial mit 100,60 
und 10 kg/qcm, für Schmiedeeisen dagegen mit 750 kg vorgeschrieben- 

Zu ermitteln sind also 

1. die Länge 1, der beiden Streben, 

2. der Neigungswinkel a zwischen Horizontalbalken und Strebe, 

3. der Strebendruek 8, 

4. der Horizontaldruck H^, 

5. der Horizontaldrack Hg, 

6. die Seite d, des quadratischen Querschnittes der Streben, 

7. die Seite 62 des quadratischen Querschnittes der Hängesäule, 

8. die Höhe h, des überstehenden Kopfes der Säule, 

9. die Materialspannungen gegen Schub und Druck der Streben 
gegenüber der Säule, 

10. die Durchmesser der beiden Schrauben bolzen, womit die Flach- 
eisen an der Säule befestigt sind, 

11. die Breite bj der zu einer Sehraube ausgebildeten Fla^hasen, 
deren Dicke mit 10 mm angenommen ist, 

12. der Kemdurchmesser d der Schraube, 

13. die Plattendicke Jj, deren Breite gleich der Flacheisen brate 
sein soll, 

14. der Bolzenabstand b^ vom Säulenende, 

15. die Breite b^ der Zapfen, womit sich die Streben auf den 
Horizontalbalken stützen, und 

16. die Länge 1^ des vor den Zapfen stehenden Holzes, für eine 
Zapfenti^e von 6 cm. 
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Nennte AnfgabeDgtuppe. 

Lösuag : 

1. Die StrebenUnge \. 

Nach dem geometrischen Satze des Pythagoras ei^bt sich 




8. 


Der 


Ne 


E" 


ngsviDkel 

h 
..„» = ,- 

0^36» 


S. 


Der 


Str 


eb 


endruct 8. 



50'. 



Aus der Ähnlichkeit des hnlbea Dachbinderdreieckes mit dem 
schraffierten Kräftedreieeke folgt der Strebendruck 

8 : 1( = ^ : h. 



>i. 



li P 6 . 6000 



2.3 



^ 5000 kg. 



4. Der Horizontaldruck H^. 
Aus den gleichen Dreiecken folgt auch 

H.:2=2.h, 

l P 



h ~4h" 



4.3 



5. Der Horizontaldruck Hg. 

Auch der Druck Hg ergibt sicli aus der Kongrueui 
scliroffierten Kraftdreiecke ebenso groß als der Druck H,, 
also Hg = Hl = 4000kg. 
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Schub- oder Scherfestigkeit. 185 

6. Die Quadratseite di der StreböD. Nach Formel 142. 

Die BerechuuDg der Streben Ist auf Knickuogsfestigkeit yorzunebmen, 
die zwar noch nicht an diese Stelle g«bört; der Vollständigkeit halber aber 
nach der genannten Formel ausgeführt werden solL 

mal' 
worin ci) = 1 eine Erfahnmgszahl, 

ni = 10 den vorgeschriebenen Sicherheitsgrad, 
rt« = rdlO, 



100000 



den Dehnungskoeffizienten, 



=^ -L das Trägheitsmoment, 

1 die Strebenlänge in cm gemessen und 
P die Belastung in kg bezeichnet 

Nach & aufgelöst, folgt die Gleichung 

mgl'F ^" 100000^ '^ Fl' 

W5i' ~ ,1 . 10 ~ lOOOOO" 
Will man diesen Ausdruck noch auf eine in der Praxis gut be- 
kannte Formel überführen, so hat man nur notig, die Kraft P in Tonnen 
und die Länge 1 im Metermaße auszudrücken, indem man das erste Maß 
mit 10<)0, das letzte d^egen mit 100 multipliziert. 
Dies ausgeführt, gibt 

pinooo.ioo^^ 

100000 
Wird in diese Gleichung der oben genannte Wert für eingesetzt, 

80 ergibt sich 

ij,' - "»"'■ 

woraus «Jj = Vl2 . lOOPl*^ ^12 . 100 . 6 . 5* 

„=5.2 piS = 10 . 2,0 = 20 cm folgt 

7. Die Qnadratseite (Jj der Hängesäule. Nach Formel 7. 

Den kleinsten Querschnitt hat die Säule an der Stelle, wo die 
beiden Streben die auf Zug beanspruchte Säule unterstützen. 

Die Quadratseite 6^ wird dann unter der Annahme, daß die Streben 
das >/a fache von dg in die Säule eingelassen sind, erhalten aus 

P = f k, = (dj — 2c)5gk, = (3^ — 2 I) d^K = OSSs^K, 
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Bas Resultat besagt, daß eine Hängesäule mit 10 cm Quadratseite 
den gestellten Bediogungen voUständig entspricht. Da nun aber die 
Streben bereits eine Quadr&t«eite von 
20 cm eriialten müssen, so ist es 
angebracht, der Hängesäule die 
gleiche Abmessung zu geben. 

Ea sei deshalb 3g ^ 20 cm 
angenommen. 

8. Die überstehende Eopf- 
höhe h, der Säule. Nach 
Formel 40, 

Der Zug P der Hängesäule 

wird von den beiden Vertikal- 

P 



^-öpooA^ 



drücken der Streben ' 






H ': 


:* 


^ 


' 2 

gefangen, die nun daa vor ihnen 


Fig. 1B5. 
P^ 


fk. 


Stehende Holzmaterial von der Höhe 
h^ abzuscheren suchen. Die da- 
durch bedingte MindestbÖhe ergibt 
sich aus 



_ P _ 6000 _ 
* ~ 2^k, ^ 2 . 20 . 10 ~ 



15 cm. 



d. Die Matertalspannungen zwischen Säule und Streben. 

1, Man hat sich zu überzeugen, ob die durch den Querschnitt der 
Streben festgelegte Höhe a der abscherenden Vertikalkraft genügend Wider- 
stand leistet 

Die Formel 40 er^bt die Schubspannung zu 

ldiak,= "* ^'■ 



K^ 



P .c< 



- 6 kg/qem. 



_ 6000 . 0,800 _ 
~ 2. 2U^ 
Da die zulässige Schubspannung mit 10 kg/qcm vorgeschrieben war, 
der vorliegende Wert aber innerhalb dieser Grenze bleibt, so kann die 
Höhe a beibehalten werden. 

2. Die Streben drücken mit dem Horizonlaldrucke Hj gegen die 
Hängesäule, deren Druckfläche so groß sein muß, daß die zulässige 
Druckspannung nicht überschritten wird. 

Die Formel 8 liefert eine Mnterialspannung 

a cosa 



H, = fki = i!,ak, 



Diai.zodBjGoogle 



Sobnb- oder Scherfestigkeit, 



- H l ■ cosg _ 4000 . 0,800 _ 



i kg/qctn. 



Auch diese Spannung liegt innerhalb der zulässigen Grenze, die mit 
60 kg/qcm voigeschrieben iat. 

10. Die Bolzendurchmesser d^. Nach Formel 40. 

P = fk, = 4 ^ 0,8k, = 0,8d,%k,. 
4 

dj = "l/_L_ = 0,282 1/5 P = 0,282 
^ r u,8frki r k, 

„ =^ 0,282 . 6,325 = 1,78 n.^ 2cm. 
Bei der Wahl der Bei- 
zendurchmesser ist aber auch , 

noch auf den Leibungsdruck, 
der 60 kg/qcm nicht über- 
schreiten soll, Rücksicht zu 



6000 
750^ 



H-i 



Nach Formel 8 findet 
sich ein solcher Durchmesser 
d^ zu 

P = fka=2di,iJaka, 
woraus sidi 

d _ F _ 6Q0O 

„ =2,5 cm &-moh^ 

ergibt, welcher Wert der Aus- *''B- '86, 

führung zugrunde zu legen isL 

11. Die Flanschenbreite b,. Nach Formel 7. 
P = fk,= 2(bi— dj)(Jk„ 



_ P , j _ _?299_ 
"2dkj"T' '~2. 1.760 
12. Der Schrauhendurch 



bi = 



+ 2,5 = 4 + 2,5 = 6,5 cm. 
d.. Nach Formel 7. 



P = fk, = 2^k, = 0.5d,%k^, , 

„ = 0,564 1/ 



, 6000 _ 
750 - 



2,256 cm = 22,56 m 



Diesem entspricht nach der Gewindetabelle von Whitworth t 
winde von iVs" mit d, ^ 23,93 mm. 
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13. Die Plattendicke rfg. Nach Forrned 40. 

P = fkg = 2bi40,8fe, = 1,6b, Jgk, , 

. P 6000 

^^^T;6Vr,= 1,6.6,5. 750 ="-''^1^ 

14. Der Bolzenabstand h^. Nach Formel 40. 

Der auf die Bolzen wirkende Druck muß von dem darunter liegenden 
Holze aufgenommen werden. Die beiden Abscherungsflächen erfordern 
eine Mindesthöhe hj, die sich aus dem nachstehenden et^bt: 
P^fk^^Shgdgk,, 
. P 6000 

^^Id^r 2720710^ 1^^- 

Da außer der Abscherung auch noch ein Aufreißen in der Mitte 
der Hängesäule möglich sein kann, so wird, in der Praxis die zuletzt er- 
mittelte Höhe bis auf den doppelten Wert vei^ßert. 

15. Die Zapfenbreite bj. Nach Formel 40. 
Die Kraft Hg beansprucht die 

Strebe gegenüber dem Horizontalbalken 
auf Verschiebung, die von dem Zapfen- 
querschnitte aufzunehmen ist 

Da die Zapfen länge abhängig 
vom Strebenquerschnitte ist, kann nur 
noch die Breite des Zapfens auf folgende 
Weise bestimmt worden ; 




j 




H,= 

b,= 


fk. = b,a 
H,.,i„a 

T,kr- 

12 cm. 


4000 . 0,6 
20.10 


Kg, 187. 


^ 


Die Länge 1, 


de» Vor 


holze 


s. Nach Formel 40. 


H, 


= fk. = (b 
4000 


,l, + h,l,ä)k, 
äh,)k„ 

200 





(bj -i- 2hg) k, (12 + 2 . 5) 10 11 ' """ ■ ~ :^^^-^' 

Wenn nun in der Praxis auch diese Länge oftmals überschritten 
wird, liegt Moch dazu um so weniger Grund vor, als die durch den Vertikal- 
druck bewirkte Reibung zwischen Strebe und Balken den Widerstand noch 

vergrößert 
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Zehnte Aafgabeni^appe. 
Zn § H^24. Di« Biegungsfestigkeit. 
46. Beispiel. Ein aus Holz hergestellter Freiträger von recht- 
eckigem Querschnitt hat eine Länge von 1,5 m und wird am freien Ende 
mit 1100 kg belastet Die Materialspan nung soll mit 4& kg/qcm in Rech- 
iiuog gezogen werden. 

Welche Abmessungen muß der 
JV«M*j Querschnitt erhalten, wenn das Material 

II am günstigsten ausgenutzt werden soll? 
gf .^ Lösung: Nach den Formeln 58 

■ J l'} und 78. 

worin Mi, =; PI 




durch Einsetzen der Werte 






-.31.34 = 22,4 cm. 



47. Beispiel. Ein aus Schmiedeeisen hergestellter Stirn zapfen 
werde mit 2700 kg beansprucht Die Materialspannung soll 6 kg/qmm 
betragen. 



S-zioo^ 




Fig. 18Ö. 
Durchmesser und Länge des Zapfens zu ermitteln 



1. Wie groß muß der Durch- 
messer des Zapfens ausgeführt werden, 
wenn der Flächen druck zwischen Zapfen 
und Lager 0,25 kg/qmm nicht über- 
schreiten soll ? 

2. Welcher Durchmesser ist zu 
wählen, wenn die Tourenzahl des Zap- 
fens 500 beträgt und wie groß wird in 
diesem Falle der Fläcbendruck sdn? 

Lösung: Zunächst ist das von der 
Materialapannung und dem Flächen- 
druck abhängige Verhältais zwischen 
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Antgabengruppe. 


Nach den Formeln 58 und 80. 


Mb = Wkb 


= ^k.»o,.d.k.. 


PI . 

Mb = — ibL 


PI 
Diesen Wert eingeaetzt, gibt — ^O.ldSfcfc, 


13 man 


p "•^f'^ha 


Nach Formel 8 ist 






p_fp = dip. 


Durch Gleidisetzen folgt 


,, 0,2d«ti 
dlp= j — 


oder 


a)'-^ 


l_-|/0,2kb 
" d V p 
1. Der Durehmesser d. 


Ml = OM'K 




Fl 

-^ = 0.1d'k.. 


Mit d dividiert, gibt 


|3' = o,.d>k.. 



2700 „ 



„ = 10 y54 = 73,48 oo 74 mm folgt 
2, Fuhrt der Zapfen in der Minute mehr ala 100 Umdrehungen 
aus, so macht man das Verhältnis der Länge zum Durchmesser von der 
Tourenzahl abhängig. Eine für Schmiedeeisen, Stahl und Gußetseu brauch- 
bare Mittelgleichung ist 

-r= 0,14 }/n = 0,141/^= 1,41^5 = 3,1 3. 

Den Wert in die oben stehende Gleichung eingesetzt, liefert 

d^T/Sv- j- = y5^^ 3,13 =30l/9i39 = 91,9 CO 92mm. 

Der Flächendruck erhält dann einen Wert von 
P = fp = dlp, 
,. P P 2700 



d.3,13d 3,13. 92^' 



= 0,102 kg. 



48. Beispiel. Welche Abmessungen sind bei 4 kg Materialspan- 
nung der schmiedeeisernen Achse einer Seilscheibe zu geben, deren Ge- 
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wicht 300 kg beträgt und bei der die beiden Seilenden mit 1600 kg 
angespannt sind. Während das eine Seilende mit der Senkrechten einen 
Winkel von 15" bildet, schließen 
die beiden Seilrichtungen einen 
solchen von öS** 20' ein. Die 
zwischen den Zapfenmitten ge- 
messene Ächaenlänge sei mit 
320 mm vorgeschrieben. Die 
Tourenzahl sei 75. 

Lösung: 

1. Die beiden Lager- 
drücke A und B. 

a) Die Mittelkraft R^ : 

-^ = Q cos - 




i- MOSit^ 



oder 



r 2Qcos-^ 



b) Der Achsendruck R. 

R' = V + Gi' + 2R,q, 



<k 



2Qcos|^) -f G» + 2.2q 



„= I/4QC0S- 



Jcos-^+Gcosy +GS 



„ =1/4. 1600 cos 27« 40' (1600 cos 27«40' + 300 cos 12«40-) + 300* 
„ = 100 y64 . 0,88586 (16 . 0,88566 + 3 . 0,97 666) +~ä 
„ = 1001/56,68224 . 17,09 754 -|- 9 

„ — 100^969,15 + 9 = 1001/97805 = 3127,6 = ct. 3128kg. 
c) Die Lagerdrücke A und B. Nach Formel 82. 



2. Der AchsenduTchmeSH. 
Mb= Wkt: 



: D. Nach den Formeln 58 und 83. 
= 0,lDSkb, 



--yii.-\-w.-f- 



= 85,52 CSD 86 mm. 

3. Der Durchmesser d unddieLänge 1 der Stirn zapfen. 
Nach den Formeln 68 und 80. 
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Zehnte Anfgabengnippe. 



Bei fr«er Wahl des YerhältniBsea zwischen ZapfenlSnge und Durch- 
messer wählt man bei Schmiedeeisen und Stahl 1,4, sofern die Touren- 
zahl n^lOO ist 

Also -T-^ 1,4 oder 1 ^ ],4d gesetzt, gibt, in nachstehende Gleichung 



eingeführt. 


Ml -Wk,,, 


eder 


Al_0,ld'ti, . 




*>^^-o,id.t., 


und 


0,7Ä = 0,ld>ki, 
l=Md = l,4. 62 = 72,8 ao 



73 mm. 

49. Beispiel. Für eine Maschine von 390 mm Zylinderdurch- 
er und einer Überdruckdampf Spannung von 15 Atm. soll der Gabel- 
zapfen berechnet werden, womit der 
Kolbenstangendruck auf die Pleuel- 
stange übertragen wird. 

Die Material beanspruchung des 
Zapfens soll i kg/qmm, der Flächen- 
dnick mit Rücksicht auf die geringe 
Drehung 1,5 kg betragen. 
Lösung: 

1. Der Kolben- oder Zapfen- 
drnck P. 

Nach Formel 8. 
D»7i 39*?i , , 




Fig. 191. 



P = fp = -^ 
„= 1194,6. 16^ 17919 no 18000 kg . 
2. Das Verhältnis zwischen Länge 1 und Durchmesser 
d des Zapfens. 

Das vorliegende Verhältnis wird in gleicher Weise entwickelt, wie 
das bereits einmal im 47. Beispiele durcl^führt worden ist 
Nach den Formeln 58 und 96. 

Mb=Wkb=0,ld»kb, 
PI . ^ 



Mb^ 



PI 



Den Wert eingesetzt, gibt -r- =:0,ld'k| 
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woraus man r = = erhalt. 

Nach Formel 8 ist 

P = fp = ldp. 

Dureh Gleichsetzen folgt Idp ^^ — — j , 

/1\' 0,8k|, 

w; ~ p ' 

1 n/0,8kb 1/0,8.4 ,,, ,. 

3. Der Zapfendurchmesser d. Nach den Formeln ö8 und 9 
PI 

PI 

oder, mit d dividiert, -^^O.Id^ki,, 






slOOn 



Die hohe Abnuidung ist deshalb berechtigt, weil der Zapfen auf 
Biegung und Abscberung beansprucht wird, die letztere aber vernachlässigt 
worden ist. Desgleichen ist die durch Reibung verursachte Abnutzung zu 
berücksichtigen. 

50. Beispiel. Ein Träger von 7 m Länge werde in den aus der 
beistehenden Skizze ersichtlichen Abständen mit den Lasten 1500, 3000 
und 750 kg beansprucht. 

Welche Abmessungen muß der ^JioooAq 

Querschnitt erhalten, wenn die in der i-MOOkq. I . 

Skizze angegebenen Verhältnisse Berück- | | ^'^^^ 

sichtigung finden sollen und die Material- g,t /jlJ j f^ 

Spannung mit 750 kg vorgeschrieben wird ? K ^'^*tii^'^ ' 

Zu bestimmen sind also i" /.^^ - -^ 

1. die beiden Auflagerreaktionen A u. B, ,^ / 

2. das größte Biegungsmoment Mn,„, L^^^^ — 'h-al 

3. der Schwerpunktsabstand e^ bezw. e^, ^jT^ "f 

4. das Trägheitsmoment 0, S i 

6. das Widerstandsmoment W und i-oiiT" ■^"'^« 

6. die Verhältnisgroße b. B 

Ijösung: ^^^^^^m " A 

l. Die Auf lagerreak tionen L. -dü-iff.. j i 
A und B. Fig. 192. 

Wehnert, FesUgkeitslsbre. 13 



i^^ioogle 
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Nach Formeln 87 und 88. 

Den Drehpunkt an die Stelle Ä gelegt, gibt 

B1 = .SP1, 



B = 



^Pl = ^ (P,li 4- Pjla + Pglg) 

(1500 . 1,6 -|- 3000 . 4,5 + 750 . 5,5) = 2839,3 cv->2840kg. 



A = iP — B = P, + Ps + Pj — 3=1500 + 3000 + 750—2840 
„ = 2410kg. 

2. Das größte Biegungf<moment Mmu- 
Zur Berechnimg dieses Momentes kann man das in der Einleitung 
des § 23 näher beschriebene und in der Fig. lOK dargestellte Schubkraft- 
diagramm benutzen, was immer zweckmäßig ist, sobald viele Einzellasten 
vorliegen oder ToraussIcbtUch große Zahleniechnungen auszuführen sind. 
Da sich im vorliegenden Falle die Einzelmomente ohne große Mühe 
ermitteln lassen, so soll das Maximalmoment durch Rechnung festgestellt 
werden. 

Den Drehpunkt an die Laststelle P^ gelegt, gibt 
Ml = AI, = 2410 . 1,5 ^ 3615 mkg. 
Wird der Drehpunkt an die Laststelle Pg gelegt, so erhält man 
Mg =- Alg — Fl (Ig ~ 1,) = 2410 . 4,5 — 1500 (4,5 — 1,5) 
„ =-6345 mkg. 
Für die Laststelle P^ als Drehpunkt ergibt sich 

Mg = B (1 — y = 2840 (7 — 6,5) = 4260 mkg. 
Das Maximalmoment liegt somit an der Lastatelle Pg. 
S. Der Sehwerpunktsabstand %, bezw. e^. 
F . e, = i^F ij, 

, _ IiVi±I? ^ 2 + Fb ?b 
> Fl + Fg + Fs 

Bb|+Htf(-| + b) + Bidi(H + b + -^») 

" ^ ~ Bb + Hd+Biil, "^"^ 

15bb^+20bO,8b(^ + b)+10bl,2b(20b+b + ^) 

" ^ ■ ~ 15bb + 20bO,8b +~10bl,2b 

7,5b»+176b' + 269,2 b» 442,7 b" 
""^^Löb^+Teb«^ 12b^ '~ 43b'' 
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ei = 10,295b a.= 10,3b , 

es = b + H + (J, — Bi = b + 20b 4- 1,2b — 10,3b = 11,9b . 

4. Das Trägheitsmoment 0. 

Unter Verwendung der Formel 68 ergibt sich das Trägheitsmoment 
& nach der im 2. Beispiele des g 18 entwickelten Gleichung unter Ein- 
fülirung der hier vorliegenden Beziehungen zu 



A— ; 




[Be,« — (B-i)(e, -b)S + B,e,'-(B,~())(e,-J,y 



= g[15b{10,3b)> — (15b — 0,8b) (10,3 b — b)»+ 10 b (11,9 b)« — 

— (10b — 0,8b)(ll,9b— 1,2 b)»] 
= I (16391 b*~ 11421,8 b* + 16861,6 b* --11270,4 b*) 

= il0550,4b* = 3516,8b*. 



5. Das Widerstandsm 



W, 



10,3 b 
Q_ 3516,8 b* 
"e, ~ 11,9 b 



= 341,4b>, 
= 295,6 b". 



6. Die Verhältnisgröße b. Nach Formel 68. 

Damit die GrolBe b den beiden Widerstandsmomenten auf der Zug- 
und Druckseite entsprechen kann, ist zur Berechnung das kleinere Moment 
Wg zu benutzen. 

Es ist demnach 

M„„ = Wkb ^ 295,5 b" kt, 



..Google 
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296,5 kb y a 



-.14,2 1 



L folgt. 



51. Beispiel. Für die beistehende Koasole sollen die Abmes- 
sungen des größten Querschnittes für den Fall berechuet werden, daß 
das Lager mit 6000 kg Belastung im größten, von der Wandplatte aus 
gemessenen Abstände von 600 mm auf den Wandarm einwirkt und das 
Gußeise nmaterial auf der Zug- und Druckseite nach dem Spannungsver- 
bältnis 1 : 3 bei 2 kg Zugspannung beansprucht wird. 

Außerdem ist noch der Durchmesser der Schraubenbolzen, bezw. die 
Schraubensorte unter der Annahme anzugeben, daß die Belastungen der 
oberen und unteren Schrauben gleich groß sind und die Materialinan- 
spruchnahme 6 kg betragen solL 




Fig. 195. 



Zu berechnen sind somit 

1. die Rippendicke d, 

2. das Trägheitsmoment &, 

3. die VerhällniBzahl b, 

4. die Zuglast Fj der Schrauben und 

5. der Durchmesser d^ der Schrauben. 
Lösung: 

1. Die Rippendicke g. 



Fei=.2F7?, 

(F, + F, + Fs + F,)e, ^ (F,ij, +F,./, + F^^, + F,^,) 



dcyGüügle 



Die BiegDDgsfestigkeit. 



(Bb + hb + hb + B,d)e, =BbÄ+hb(b + ^)+bb/H — d — |) + 



4- 



- 



-^ 



m-j --^-1 



^---W^t-"-^-w-^-'--*- 



Fig. 196. 



(öbb+ 5bb2+ 10b(J)27b = 6bb^ + 5bb(b + 2,6b+ 

+ 36b-d — 2,5b)+10brf{36b~0,6.J) 
4O5b'-[-270baj=2,5b"+185b' — &bM4-360bM — 6b5» 
5 b <I* ~ 85 b»(J + 21 7,6 b« = 0, 
<)»— 17bd -t-43,5b« = 0, 
^^ I7b±y(17b)'' — 4.4a;6b' 



"~ 2 

„ = 0,.5b (17 ±10,72), 
d, =0,Db. 27,72 = 13,6b, 
dg = 0,5 b . 7,72 = 3,86 b ~ 3,9 b. 

Der kleinere Wert ist zu be- 
nutzen. 

2. DasTrägbeitsmomeat @. 
Nach Formel 68. 

= ©1 + ©a + 0j + 0, + F. a, « + 
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_ (B-b)b» b(h + b )« blh + J)" (B.-bjJ« 

12 ""^ 12 "•" 12 '^ 12 "'" 

+ (B-b)b(e,-^y+b(h+b)(e.-b-|)' + 

4-b(h + <J)(e,-d-|)V(Bi-b)<j(e,-0' 

„ = ^{4 b* 4- 216 b* + 706b* + 633,9b*) + 2809b* + 3314,1 b* 4 

4- 40,66 b* -[- 1744,6 b* 

„ = ^ . 1468,9 b* + 7908,16 b* = (121,57 + 7908,16)b* 

„ = 8029,73 b* ~ 8030 b*. 

8. Die Verhältniazahl b. Nach Formel 68. 

M. = Wk. = ®k. = ?2?-»'>'.2 = l,84.4b., 
e2 So 

. n/ Mb^ V PI n /6Ö00 . 600 .„^ 

b= 1/ !^^ 1/ := 1/ ^ 12,6 mm. 

y 1784,4 1 1784,4 C 1784,4 — 

4. Die Zuglast der Schrauben F^. 

P(l + i) = 2 P, h| 4- 2 P| h, = 2P, (h, + h,) 




>5< 



_ P(l + >t) ^ 6 000(600 + 6.1 2,6) 
' ~ 2(h, +M~ 2""(6 . 12,6 + 54 . 12,6) 
3000^3 _^^,, 

" 1 <) ft RH °_ 
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5> Der Schraubendurchmesser d^. Nach Formel 7. 
4 
di = "|/||^=M28]/^=M28V438;5^ 23.6 min. 



Ea ist eine 1 ^/s "-Seh raube mit d^ ^ 23,9 mm nach der Tabelle von 
Witworth zu nehmen. 

52. Beispiel. Es soll die quadratische Fußplatte für eine mit 
30 t belastete Säule hergestellt werden. Die Platte ist aus Gußeisen bei 
260 kg/qcm Material Spannung anzufertigen und mit 8 Rippen zu ver- 
sehen. Sie ruht auf gutem Ziegelmauerwerk, das mit 12 kg/qcm beansprucht 
werden kann. Der äußere Durchmesser der Nabe laetrage 18 cm, 
Jjösung: 

1. Die Seitenlänge a der qua- 
dratischen Platte. Nach Formel 8. 




= fkd=a^kd. 



^fü+fT^ 



100 l/0,36 = 



2. Die Platten- und Rippenstärke d. 

Um einen Anhalt für die Plattendicke zu gewinnen, betrachtet man 
einen zwischen den Rippen liegenden Streifen von der Länge a, und der 
Breite b^. 

Der Streifen wird nun gleichmäßig belastet, und man kann ihn 
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als mnen gleichmäßig belasteten, beiderseitig gelagerten Träger auffassen. 
Dabei eigibt sich an Hand der beistehendes Skizze folgendes: 



i^ = w.. 


,. worin P,= 


.,b,kj di. 


Belastung 


darsteUt 


und 


Diese Werte 


eingesetzt, gibt 
a,b,kja 


= ^k,, 









„ = 0,63^ . 0,379 = 0,189a, ~ 0,19ai 
folgt. 

Zur zahlenmäßigen Bestimmung von a, sei die Breite b, mit 
b, = 0,18a 
angenommen, dann erhält man nach beistehender Figur 

a ^ & d b, d ,— 
a, =: — a» — a.^=T- — tV^ 



., '-"■ |(. + V2). 




Durch Einführung dieses Wertes in die obere Gleichu 
die Plattendicke 6 zu 


g ei^iht sich 


^ = O.19a,=0.19{^-f(l + ./2)j = ?f(a-K 


-2,414.1), 


^+2,414<) = a^b, 

{10,636 + 2,414} d = a — 0,I8a = 0,82a, 
12,940d = 0,82a, 

<> "■?!;'" 3,16~a,0cn,. 





12,94 

3. Berechnung der Rippenhöhen h, und hg. Nach Formel 58. 

1. Erfahrungsgemäß ist der beistehende Querschnitt ein gefährlicher 

Querschnitt, der als der 8, Teil der ganzen Platte auch nur mit — P 

gleichmäßig belastet wird, die man sich im Schwerpunkte S angreifend 
denken kann. 

Für den ']~-fdrmigen Querschnitt gilt nun die Biegungsgleichung 
M, = W,kb, 
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und nach der im § 18,1 entwickelten Gleichung 

ist Setzt man nun in den letzten Ausdniclc die Werte 

B,=|y2, 

*^~2 5Hi + (B, - d)ä' 



ein, so ergibt sich mit Rücksicht darauf, daß der Wert B, im Verhältnis 
zu \ aehr groß ist, der abgerundete Wert 

W, ~ A d (<IB, + h,>) = A d (<I I i2+ !>■'). 

Das Widerstandsmoment in die vorstehende Biegungsgleichung ein- 
geführt, liefert die Rippenhöhe h, zu 
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n/P a ^ 22 a , T^ 

= t 

y25. 1,414^^ = ^^9:898 



p ( HP .\ 

2 l2. 12.3dkl, "/ 

rr 3Ö0ÜÖ 
.12.3.3.260 



, = 1/26.1,414 

, = 10,49 ^10,5 cm folgt 



Fig. : 



2. Wie auch weiter die 
Erfahrung gelehrt hat, kaim 

— wie beistehende Skizze zeigt 

— auch ein Ausbrechen der 
Platte eintreten. Kechaet ;nan 
wieder die schraffierte Fläche 
als den 8. Tal der ganzen 
Platte, so kann man den 
Teil als eines gleichmäßig 
belasteten Freiträger ansehen, 
der einen _L fönnigen gefähr- 
lichen Querschnitt von dei- 
Bippenhöhe bg besitzt 

Die Höhe der Bippe 
ergibt sich dann nach Formel 
58 zu 

M,, = Wakb, 



worin M.=|, = |(|,'._°)=-tj,.,/2-D, 

und nach § 18,1 

ß kB,..'-(B,-J)h' + Je/J 
W,= "=i 



Ul Führt man auch hier die Werte 

_ 1^ i)H ,' + ( B, — (!)()■ 

"' ~ 2 i)H, + (B, — d) d ' 

e, = H, — e, 
und h = hg — Ca 

ein, so erhält man mit Rücksicht darauf, daß der Wert Bg im Verhältnis 
zu hg Idein ist^ das Widerstandsmoment 
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» + V) 



Das MotneDt, in die vorsteheode Biegungsgleichung eingesetzt, gibt 
die Rippenhöhe hg zu 



16' 



14 



= 1/^,S0.1,14-1S,^- 



„ ="[/-. 52,7 .7 — 18 = yö96,8 = 24.4 cm folgt 

53. Beispiel. Zwei Triebwerkswellen , die in der Minute 75 und 
120 Touren maciien sollen, sind durch ein Stirn räderpaar zu verbinden. 
Die zu übertragende Leiatunj; beträgt 6,5 PS. 




Fig. 203. 



Welche Verhältnisse müssen die Küder bekommen, wenn die Zähne- 
zahl des kleinen Radea mit 40, die Rad- oder Zahnbreite gleich der 
3 fachen Teilung und die zulassige Beanspruchung des Materials mit 
2 kg/qmm gegeben ist? 
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Zu berechnen sind 

1. die Gteschwindigkeiteübersetzung yj, 

2. die Kraftübereetzung gi, 

3. die Zähnezahl Zj des großen Badea, 

4. die Momente Mj und Mg der Räder, 

5. die Teilung t der Räder, 

6. die Radbreite b, 

7. die Wellendurcbmesser d, und d^ bei einer Materialbeausprochung 
von & kg, 

8. die Radien r^ und r^ der Zahnräder, 

9. die Anzahl a^ und a^ der Radarme, 

10. die Dicke ß und Höhe h,, bezw. hj der Radarme, unter der 
Annalime einer Dicke gleich der halben Teilung, 

11. der Zahndruck P, 

12. die Umfangsgescbnindigkeit v und 

13. die Nabenbreiten b, und bg, die Radkranz- und N^endicke <f^, 
bezw. dj und dg. 

Lösung: 

1. Die Gesch windigkeitsübersetzung yt. 

Bezeichnen n^ und Uj, die Tourenzahlen der Zahnräder, so findet 
man die gebuchte Überaetzung aus dem Verhältnis der Um fangsgeech windig- 
keiten der beiden Rftder zu 

n,_120_8^ 
*f Dl 75 6 -^ 

2. Die Kraftübersetzung g>. 

Bildet man das Verhältnis zwischen den Radien, Zäbnezahlen und 
Momenten beider Räder, ao erhält man die Kraftübersetzung, die mit der 
Geschwind iglieitsQberaetzung im reziproken Verhältnisse steht LKe Ver- 
hältnisse ei^ben sich aus 

a) Zjt = 2T^n b) Mg = Pr^ e) _2T^nn^ 

z,t = 2r,ji M, ^Pr, '' ~ 6U 



M„ : M, : 



6U 



rj : r, = Hj : ng, 

wovon Qi^~^ — ^— die Kraftübersetzung und ih =i — die 
'^ M, rj z^ CT ^^ 

seh wind igkeitsübersetzung darstellt, zwischen denen die Beziehung 

1 

besteht^ die das Grundgesetz der Mechanik ausspricht. 
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Im vorliegenden Beispiele ergibt eich aber die Kraftübereetzung a 

'' = ^ = = 5:^5; 

3. Die Zähnezabl z, des großen Bades. 
Aus der Kraftübersetzung 



berechnet, ergibt sich die gesuchte Zähnezabl 

Zi = ?5 = -^= 40. 1,6 = 64. 
^ (p 0,625 — 

4. Die Momente Mi und Mg der Räder. 

Aus der unter Formel 149 angegebenen Arl>eitsgleichung entwickelt 

sich das Moment M^ des großen Zaluirades zu 

Mj = 716200 — = 718200 ^ = 62070,7 ~ 62071 mmkg. 

Das Moment M^ des kleinen Bades folgt dann aus 
Mg 

Mg = yMi = 0,62B . 62,071 = 38794,3 o.j 38795 mmkg. 
6. Die Teilung t der Bäder. 

Die Teilung läßt sich entweder aus dem Zabndrucke P oder aus dem 
Moment M und der Zähnezabl z auf folgende Weise ermitteln. 

Zur Berechnung des auf Biegung beanspruchten Zahnes denke man 
sich den sonst im Tdlkreis wirkenden 
Zabndruck P am äußersten Ende des 
Zahnes angreifend, so ergibt sich nach 
Formel 58 

Ml, =- Wkh, 
worin Mb--Ph = P0,7t 



Kl)' 



bedeutet Durch Einsetzen der Werte 
folgt weiter 

P0,7t = ^kb, 
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oder bt = ie,8 -^ = 16.82re-^ = 105,6 ^ . 

zt , atkb ztkh 

17,'"' 

In diesen Gleichungen setzt man 

1. für Rranräder, die eine Umfangageschwindigkeit bia etwa 
0,5 m haben, eine Zahnbreite b=^2t und eine Beanaprucbuiig des Guß- 
eiaenmaterials b =^ 2,5 bis 6 kg, im Mittel etwa 3,75 kg, womit eich dann 
eine Teilung 



t-l,6/P_2,4")/^ 



2. für Triebwerkräder, bei denen die Umfangsgescbnindigkeit 
V > 0,5 m ist, eine Zahnbreite b =^ 2 1 bis 5 t, im Mittel etwa b ^ 3 1, wo- 
bei mit Bückaicbt auf Reibung und Abnutzung die Grenzen 

Pn 

-j— <;500 bei Eisen 

und ~ < 300 bis 400 bei Holz 

zu beachten sind. 

Die zweckmäßig von den Umfangsgeschwindigkeiten abhängig zu 

machenden Materialspannungen wähle man nach der £rfahrungegletchung 

34,6 

— k „ Gußstahl 
3 
und 0,6 k „ Holz. 
Für die Mittelwerte b ^^ 3t und k =^ 2kg ergibt sich die Teilung 

t = 1,67 yP = 2,6]/^. 
Auf das vorliegende Beispiel angewandt, wird 

,_ 2,6 y|_2,6 y'?^_26,7 0.452.- 
6. Die Kadbreite b. 
Nach den in der Aufgabe gestellten Bedingungen ist 

b=^3t= 3. 25,7 = 77,1 ^ 77 mm . 
1. Die Wellendurchmesser d, und dg. 
Die Durchmesser ergeben sieh nach Formel 147 zu 



-1,72 



y|L^l.,2yg!g^^39,e3co40mm. 
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-1,72 



VI-- 



— — ^ 34,05 oi^ 36 mm , 



8. Die Radien r^ und r, der Zahnräder. 
Die Radien können aus der Gleichung 

zt = 2r?r 
berechnet werden. Es gind 

__ Zjt_ 



2n 



2n 
40 . 8,2 


T 




= 164 mm . 


2n 





9. Dif 



bl aj und a^ der Radarme. 
Es ist zweckmäßig, die Ärmzahl eines Rades von dem Radius oder 
der Zähnezahl, bezw. der Teilung abhängig zu machen. Eine Unterlage 
gewährt folgende Erfahrungagleichung 



3t 



3 . 8,271 



% = 2 



10. Die Dicke ß und Höhe h der Radarme. 

Bei der Berechnung der auf Biegung beanspruchten Arme nimmt 

ui, diiß sich das Moment durch 



man 

den Radkranz gleichmäßig auf die ein- 
zelnen Arme verteilt, was in Wn-klich- 
keit freilich nicht der Fall iat. 

Obwohl man die Armquerach nitfe 
an jeder Stelle berechnen kann, ist es 
in der Praxis zur Gewohnheit ge- 
worden, sich den Arm bis zur Wellen- 
mitte verlängert zu denken und für 
dieee Stelle den Querschnitt, bezw. die 
Höhe h des Armes zu ermitteln. Auch 
pflegt man die Hebenrippen nicht mit 
in Rechnung zu ziehen, man betrachtet 
sie nur als seitliche Versteifung der 
Radarme. Auf die Weise erhält man 
nach Formel 58 

1. die Armhöhe h, des großen 
Rades. 



r*^w«i- 
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a,^k~ 1/ _^ ~ F 6.4,l5i.i 



„ = 63,78 o^L 54 mm 
ergibt. 

2. IMe Armhöhe h^ dea kleinen Rades. 



'6M, 1 / 6Mg t/6.38795 ,„^, 



„ CO 48 mm . 
Verjüngt man die Arme auf eine im Teilkreise zu messende Höhe 
hl = 0,75 h, 
so erhält man eine der Rechnung gut angenäherte Armform. 
Die letzten Höhen betragen 

1. hl' = Q,75hi = 0,75 . 54 ^ 40,6 rrc 40 mm , 

2. hg' ^ 0,76 hji ^ 0,75 . 48 = 36 mm . 
11. Der Zahndruek P. 

Die Umfaugskraft P berechnet man aus der Momente ngleichung 



12. Die Umfangsgeschwindigkeit ^ 
2raJrnj r^jinj 164ji120 



,„ so—So--"""'""-" 

„cx> 2,06 m. 

13. Die Nabenbreiten b^ und bj, die Radkranz- und 
Nabendicken d^, bezw. d, und dg. 

Infolge der ungleichen Beanspruchungen der Radnabe und des Rad- 
kranzes liefert die Rechnung zu kleine Wandstärken. Man wählt sie 
deshalb nach Erfahningsgleiohungen, z. B: 

1. Die Radkranzdicke für beide Räder 

d, csa— =4,l7t=12,88co 13_mm, 

2. die Nabendicken 

da = 0,4 (dj + 10) ^0,4 (40 +10) ^ 20 mm, 

dj = 0,4 (dg + 10) - 0,4 (35 -f- 10) = 18 mm , 

oder man nimmt gleich den halben Wellendurchmesser an. 
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3. Die Breite der Näbep ergibt sich aus 
b, =b + 0,06 r, = 77 + 0,06 . 262,4 = 92,74 c<i_93mm. 
bg = b + 0,06rg = 77-{-0,06. 164 = 86,84 Jo 87 mm . 

54. Beispiel. Ein auf 2 Mauern zu lagernder J- Träger von 8 m 
Länge wird pro lfd. Meter mit 
500 kg und in einem 2 m von S-ragfu 

der eineo Auflage aus ge- ' ~ 

messenen Abstände noch mit 1 I n.p£,seoj 

einer Elnzellaat von 700 kg af,^lll liiiTim ^iiiiiiiiiiiii iiiiiiiiiinm^if 

belastet I | U- x *j 

Welches Profil ist dem ,^.<^---*^. « f\ 

Träger zu geben, wenn die zu- *" 

lässige Materialapannung 875 ^"8- 209. 

kg/qcm betragen soll? 

Lösung: 

I. Die Auflagerdrüeke A und B. Nach Formel 97. 
Pb , Q 700.2 , 600.8 



= 2175 kg, 




2. Die Lage 
Formel 98. 

*"""Q~^'2~600.8"' 

3. Das größte Biegungsmoment Mmai* 

Das größte Moment tritt Im gefährlichen Querschnitte auf. Hat 
man die Lage desselben noch nicht ermittelt, so gelangt man nach § 23 
Abs. b, 7 zu dem gesuchten Momente, wenn man feststellt, ob 
F ^ a — b 
Q J~2b" 
ist Setzt man daher in diese Bedingungsgleichung die vorliegenden Werte 
ein, HO folgt 

700 6—2 
500.8"^ 2.2 ' 
oder 0,175 <1, 

womit festgestellt ist, daß das größte Biegungsmoment nach Formel 99 zu 
berechnen ist. 

Es belrägt 

„ = 473062,6 cmkg. 

VTehnsrt, FeatIgkeitaUhr«. U 
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Mit Hilfe des Querschnittabatandes x erhält man das größte Moment 

600 . 4,36\ 



(21,6 -j»°^)_ 1,30,626 mkg. 



4. Daa Widerstandsmoment W und das Profil, Nach 

Formel 58. 

M„„ = Wkb, 

^ M„„ 473062,5 ,^^„^ , 

woraus W ^ — ; — = — = 540,64 cm'' 

kb 875 : 

folgt Dieser Wert entspricht einem Profile No. 28 mit W= 541 cm*. 

55. Beispiel. Ein Balkontr^er aus J-Eisen werde über seine 
1,5 m betragende Länge mit einer gleichmäßig verteilten Last von 500 leg 



und am freien Knde mit einer aus 40 cm starkem Mauerwerke herrühren- 
den Last von 1000 kg belastet. Die Materialspannnng soll 1000 kg/qcm 
betragen. Der Träger ist in einer 64 cm starken und 90 cm breit«n 
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Mauer zu befegtigen. Das über dem Träger liegende Mauerwerk liabe eia 
Gewicht von 20 1 

In welcher Weise ist die Konstruktion auszuführen? 

Lösung: 

1. Das größte Biegungsmoment M,n„. Nach Formel 81. 

M„u — Qala + Qi 2 = 1000 {160 — 20) + 500 . 75 = 167 500 kgcm. 

2. DaB Widerstandsmoment W und N.Profil. Nach 
Formel 68. 

ur_ MmM :_ 167600 

U ~ luoo ~ 



= 167,5 c 



wozu ein N. Pr. 19 mit W = 185 und einer Breite der Flanschen von 
8,6 cm erforderlich iat 

3. Die resultierende Belastung R. 

Zur Ermittelung der Spannungen im Auflager und der Abmessungen 
der Unterlagsplatten oder Unterzüge ist es zweckmäßig, erst die Besultante 
R festzustellen. Sie beträgt 

E = Q^ 4- Qj = 600 + 1 000 = 1500kg. 

4. Der Abstand 1^ des Angriffspunktes der Resultante 
vom Auflager, bezw. von der Kippkante Ä, 

Da das Moment aus der Resultante E und dem Abstände 1^ gleich 
dem größten Biegungsmomenle sein muß, so erhält man 1^ aus 
M„ai = Rlx, 

3 

E ~ 1500 

5. Der Kantendruck bei A. 

Nach Formel 77 wird das Mauerwerk an der Auflage A mit dem 
resultierenden Drucke (nach der Formel 8) 

R 
R^fka, woraus die Druckspannung kj^-j- folgt, 

und mit einer sich aus dem Biegungsmomente 

Mi, = R(lx + -|)=Wdka 

ergebenden Druckspannung 

, _ ^('- + l) T'"' + '" _ E(2U + ^ ,; 

^ Wa & 40 



beansprucht, so daß sich der Flächendruck k^^) an der Kante A s 
Summe der einzelnen Druckspannungen ermitteln läßt. 
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Er beträgt 

. E , B(21, + d)i) R , E(21,+ (>)(I 

klM = l- + 49 ~JJ+ -Z¥— 

*T2 
R/1 3(al, + J) \ R i)+61i + 3il 
" ~ o W + {• j~ c f 

_ R 2(23 + 31,1 äR (2^+31,) 
" ~ c ■)' ~ cd" 

Für die c cm lange Kante bei A ergibt sicli dann der Druelt 



2R(2d - f3Iil _ 2.1500(2.64 + 3.112) 



■■=^-339,8 kg oo 340 kg . 

6. Der Eantenzug bei B. 

Während aueb hier der sich über die ganze Äuflagefläcbe gleich- 

mäl^ig verteilte resultierende Druck R eine Druckspannung ka = y er- 
zeugt, bewu-kt das Eiegungsraoment 

M, — R (l, + 1) — W.k, 

. , , "('^ + 1) >^ + '> R(2U + d,d 
eine Zogspannung k,_ ^- — g — jJ . 

T 

2 
Wird nun die Zugspannung als positiv, die Druckspannung dagegen 
als negativ bezeichnet, so erhftlt man die Materialspannung kjn) an der 
Kante B zu 

R R(21, + i!)d B(21, + dld R 

«IM — 1+ 4 — j^i j j 

R/ 3(21, + d) 1\ R 6V+3d — d 
" ^ d l d' d/ d d« 

R 61i + 3d_ aR(3U + d) 
" ~ d' d" ^ ddf 
Für die d cm lange Kante bei B eigibt sich dann ein Zug 

K.=dk„.,_?^^+« 

2.»00(3. 112 + 64)_9375 

■' — Sil M- — ■"^'° "s- 



Diai.zodBjGoogle 



Die BiegaDgefegtigkeit 313 

7. Die Plattenbreiten a und b. 

Aus der Ähnlichkeit der aus der Figur ersichtlichen SpannungB- 
dreieclie erliält man die Plattenbreite b zu 
Ka;K, = a:b 
2E(31i + (D 

K,_ J- 31x + <! 

' Kl ' 2B(31.+ ai)) ''31. + 2I)' 
d« 
Den Wert in die Gleichung 

a+b — d 
eingesetzt, gibt die Plattenbreite a, wie folgt: 

=+•31^ = '' 
. I< I 81. + d '| 

sU + sd-MU + d 

' 81x+2d "■ 

a(61, + 3d) — d(31, + 2d), 

d(31, + 2^ 64{3.112 + 2-64) 
'*~3{21x + d)^ 3(2.112 + 64) 

64.29 1866 „, „^ 

" = 77f8— ^-^Ml=- 

Die Plattenbreite b beträgt dann 

b=(J — a=64 — 34,37 = 29,63 cm . . 

8. Der gesamte Druck Pa auf der Strecke AC^^a. 

Da die über der Strecke ÄC wirkenden Druckspannungen, vom 
Dreh- oder Nullpunkte C ausgehend, proportional den Abständen zunehmen 
und an der Stelle A den bereita in Frage 5 angegebenen größten Wert 
ki(d>i bezn. den Kantendruck K^ erreichen, so hat man zur Ermittelung 
des gesuchten Druckes P^ nur nötig, die Hälfte des Druckes Kj mit der 
Strecke AC = « zu multiplizieren. 

Man erhält somit 
p _Ka _1 2B(2J+31,) J(3li + 2J) 
^ 2 *~2 S* ' 3(2i, + (J) 

_ R(2J+9U' _ 1600(2.64 + 3.112/ _ 

" - 3(?((? + 2W ~ 3.64(64 + 2.112) - 584Q,278kg . 

9. Der gesamte Zug F. auf der Strecke BC--b. 

Da über der Strecke BC eine ähalicbe Spannungsvertdlung vorliegt, 
wie über der vorher genannten Strecke AC, so ergibt sich der gesamte Zug 
P K». 1 2R(3U + 3) d(J+3U _ R(J+3lx)' 
*~ 2 ~2 d« " ' 3{rf+2l30 ~ 3d(d+21,) 
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_ 1500(64 + 3.112)' _ 
' 3 . 64 (64 + 2 . 112) ? 

10. Die Bestätigung des Gleichgewichtszustandes. 

Zur Eontrollierung der in den beiden Vorfragen festgestellten Kraft« 
dient die Erkenntnis, daß die algebraische Summe dieser Kräfte gleich der 
in Frage 3 berechneten resultierenden Kraft R sein muß, 

Aleo 

R = Pd ~ P, = 6840,278 — 4340,278 = 1600 kg . 

11. Die Länge c der gußeisernen Unterlagsplatte a. 

Ea sei angenommen, daß die Unt«rlagsplatte auf einem Sandstein- 
würfel lagere, dessen zulässige Beanspruchung kj = 26 kg beträgt 

Das über dem Träger liegende Mauerwerk von 20 Tonnen Gewicht 
belastet die ünterlagsplatte pro qcm nach Formel 8 zu 
G = fp = Ldp, 
G 20000 „,„, 

Die Plattenlänge c berechne man dann unter Bezugnahme auf das 
in Frage 6 Gesagte, wie folgt: 

Kd = cknd) , 
Kd _ Kd 340,0 

'^ ~ ki{d) kd — p ~ 26 — 3,47 

12. Die Dicke «Jg der ünterlagsplatte a. 

Da der in Frage 2 berechnete Träger nach Tabelle eine Flansch- 
breite von bj ^ 8,6 cm hat, so besitzt die Unterlagsplatte zu beiden Seiten 
des Trägers eine freitragende Länge von 
c — b, 

Die Ermittelung der Flatt«ndicke geschieht nun nach den Formeln 
58 und 80 in folgender Weise; 

Mb^Wkb, 

worin Mb = ac, kd -J = --^ — 

und W = ^'ist. 

Wählt man noch für Gußeisen eine zulässige Beanspruchung von 
260 kg/qcm, so ergibt eich die Platt«ndicke dj zu 
aci*ka ^i^s^t 
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Oder C>k,_iitl, 

13. Die Länge d der T-Querträger. 

Da die auf der Strecke £C =^ b auftretende Zugkraft P^ den Träger 
an dieser Stelle Totn Mauerwerk abzuheben sucbt, wobei die Kante A als 
Eippkante dient, so muß oberiialb dea Trägers eine Platte angeordnet 
werden, die so lang zu bemeseen ist, daß das darauf lastende Mauei^e- 
wicht, mit der halben Mauerstärke multipliziert, dem ersten Kippmomente 
das Gleichgewicht halten muß. 

Führt man die Rechnung für eine doppelte Sicherheit g^n Kippen 
durch, so wie es in der Praxis vielfach geschieht, so ergibt sich die Platten- 
lange d in folgender Weise: 



2P. 

■IP. 
TT 


(3. + 2b) = 


Gl, 






a = 


a(31. + 2J) 
3f9l_ J-<Il 


nach der 


Lösung 


7, 



^ ^^ " alj I oi'\ "^'^^ ^^'* Lösungen 7 und t 

3 (o -|- 2 li) 

Gl ^ ddp bedeutet. 
Diese Werte eingesetzt, liefert 

~^V 3{2h + 3) +S(d + 2U/='^''P' 
4P,d 91^ + 6<T + 2d 4- 61, 
3ö'p S(d-|-2U) "~ 

4P, 8(>+151, 
Sdp d+21, ~ ' 
, _ 4F,(8d-i- 15lx) _ 4.4340,3(8.64+16. 112) 

~ 9dp(d-i-2li) ~ 9.64.3,47(64 + 2.112) ' 

■ &94621,1 



J6,lc 



8984,24 

Damit die Platte nicht zu stark ausgeführt werden muß, sollen 2 
Träger von T förmigem Querschnitte den Zug Pj abfangen. 
14. Das Trägerprofil. 

Nach den Formeln 58 und 80 berechnet sich unter der Annahme 
einer Biegungabeanspruchung von kb^ 1000 kg pro qcm 
Mb — Wkb, 



DigitizedOyGoÜglC 



Zehn!« AnlgBbaiigrnppe, 



. 29,63 . 3,47 



= 42,34 cm'. 



beträgt Den Wert eingesetzt und die Gleichung nacli W aufgelöst, liefert 
/ 66- 

kb 2tb 2 . 1000 

Das Widerstandsmoment verteilt sich auf beide Träger, so daß auf 
einen Träger nur der halbe Betrag 21,17 cm' kommt, nofür ein Profil 
No, 9 mit emem Widerstandsmomente von 25,9 cm' zu wählen ist. 

56. Beispiel. Zur Überdeckung des zu einem gewölbten Räume 
gehörenden rechteckigen Luftschachtes soll ein aus Flacheisenstäben her- 
zustellender Kost angefertigt werden. Die in Mittelabständen von 3 cm 
anzuordnenden Stäbe sollen eine Breite von 6 mm und eine Spannweite 
von 1,5 m erhalten. 

Welche Höbe mulä den Stäben gegeben werden, damit htä 400 kg 
pro qm Verkehrslast eine in der Mitte auftretende größte Durchbiegung 
von 0,5 mm nicht überschritten wird? 

Lösung: 

Da hier die Durchbiegung 
vorgeschriehen ist, so hat man 
zunächst das Trägheitsmoment & 
aus der im § 23, Abs. b, 6 auf- 
geführten Gleichung der elastischen 
Linie für die in der Mitte auf- 
tretende größte Durchbiegung d, 
nämlich 

. 5 Qal' 




^ 384 (J ' 



Die Werte eingesetzt, gibt « 
^ihj_ 
12 



zu bestimmen. Man erhält 

worin Q = fp^^alp 

„=0,03.1,5.400= 18 kg 

und ^^ ^—- ist 

ne Stabhöhe von 
6 Qol' 

384 3 ' 



-./ 5.12Ql' _r-]/ 6Q 
r 384Ed,d 2 V itd, 
„ = 5,408 =»^ 5,4 



4Edid 2 



r. 



.2000000.0,6.0,05 
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57. Beispiel. Ein aus Oußeisen hei^esteUt«r holiler Stimzapfen 
werde mit 6200 kg beansprucht Die Material Spannung soll 2 und der 
Flächendruck 0,23 kg/qmm betragen. Das 
Höhlungsverbältnis, d. h. das Verhältnis 
zwischen lichtem und äußerem Durch- 
messer, eei 0,7. 

Lösung: 

Als erstes ist, wie beim volleu Zap- 
fen im Beispiele 2, das Verhältnis zwischen 
Materialspannung und Flächendruck fest- 
zustellen. Nach den Formeln 58 und 
SO ist 



D 

Die Werte eingesetzt, gibt 




32 

und d = aD bedeutet 



p_0, 2D'(l-<.')k|, 

Da Dach Pormel 8 

P = fp = DLp 
fo erhält man durch Gleichsetzen der beiden P Werte 
0,2D>(l-,.')ki 



DLp. 

/L^'_ 0,8(1 — 11') kl, 



s-y'^'(--)-y'^<-o,,.,=. 



149c^l,2. 



Den Durchmesser und die Länge des Zapfens findet man nun aus 
der bereits genannten Biegungsgleicbung 

^-0,lD'(l-«')kfc 



C 0,2(1— o')kiD K k,Dl— o' 
l/STÖWTrS t/6.2600.1,2 ,ä, jl 

=^iy8co /|i^m. 



-1,2D = 1,2.194=£ 
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Zehnte Äofgabeagruppe. 



58. Beispiel. Die beistehend skizzierte Achse aus Flußeiseii mache 
70 Umdrehungen pro Minute und soll mit 4 kg pro qmm beansprucht 
werden. Der Flächendnick der auf Weißmetall laufenden Zapfen ist mit 
0,3 kg Torgeach rieben, wobei aber noch Rücksicht auf w^ 1700, als einen 
Erfahrungswert, gegen zu große Abnutzung und Erwärmung zu nehmen ist. 

Berechnet sollen werden 

1. die beiden Lagerdrücke A und B, 

2. die Zapfendurcbmesser d, und d„ 




Fig. 210. 

3. die Durchmesser D, und Dj der Achse an den beiden Laststellen 
unter der Annahme, daß die Achsen kopfbreite an der LBststelle 1 
mit 200 mm und an der Stelle 2 mit 250 mm auszuführen ist^ 

4. die Lage x des Wendepunktes der elastischen Linie, woselbst das 
Biegungsmonient gleich Null wird, 

6. die an die,ser Stell^ wirkende Schubkraft Pj und 

6. der dadurch .bedingtfi .Mindestduichmesser D, der Achse. 
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Die Bieganggfestigkeit. 

Lösung: 

1. Die Lagerdrücke A und B, 
"Nach Formel 93 erhält man den Lagerdruck A t 
A1 + P,1, = P,(1-1,), 

p,(i-M-p,i, 

_ 750 (2,5 — 0,8) - 



2,5 

Der Lagerdruck B beträgt dann 
A + B = P, + P„ 

B = Pi + Pg — A -- 750 + 1500 — 90 = 2160 kg . 
2. Die Zapfendurchmesser d^ und dg. 

Die Abmessungen des ßtimzapfens findet man nach dem bereits i 
Beispiele 2 Gesagten. 

1, -ifÖ^ t/0,2.4 . „„ 



l = 0,ldi«ki,, 



Mit Bücksicht auf die praktische Ausführung sei dieser Wert auf 
40 mm erhöht, womit sich dann eine Länge 

1, = 1,63 . 40 = 65,2 -Jo 65 mm 
ergabt 

Die Dimensionen des Halszapfena sind in folgender Weise zu er- 
mitteln (vei^L § 23, Abs. b,5): 

Mß = Wkb, worin MB = Pgla 

und W-=0,ldj» ist. 
Die Werte eingesetzt, gibt 

Pglg^Cldg'kb, 

Gegen Erwärmung muß die Zapfenlänge Ij, 

IgW^Bn, 

, Bn 2160.70 „„_ 
L = — = — -=T^r- = 88,8 mm 
^ w 1700 

betragen. Die Länge, aus dem Flächendrucke liestimnit, liefert den Wert 

B^^djlgp, 

^~dgp~ 140. 0,»"*^ "™* 
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220 Zehnte Aofgabengtuppe. 

Den in der Aufgabe gestellten Bedingungen würde also eine Latige 
von 8S.6 mm vollständig genügen; mit Rücksicht auf den Zapfendurch- 
messer und die praktische Ausführung erhöhe man die Länge auf 150 mm. 

8. Die Achsendurchraesser Dj und Dj. 

An der Laststelle 1 heträgt der Durchmesser 
Ml ^0,1 Dl' kb, 



Di =1/t;^ = 1/t^A1, =1/^90. 800=1/2.5.72000= 56,5 mm. 
' r 0,1 «b r k|, ' r 4 ' ^— ^^ 

Hierzu kommt noch der Keilzuscblag nach der Erfahrungsgleichung 

h, = 0,5bi = 0,6 (0,2Di + 6) = 0,5 {0,2 . 56,5 -f- 6) 

„ = 0,5 . 17,3 = 8,66 = i>o 9 mm. 

An der Laststelle 2 erhält man einen Durchmesser 

M. = 0,lDg"kb, 



I>«-"l/^-l/^F.^-i/^-1600. 125 = 77,7 mm. 
r 0,lkb r kfc ' r 4 

Hierzu der Keilzuschlag 

ha = 0,5 bj = 0,6 (0,2Ds + 6) = 0,6 (0,2 . 77,7 + 6) ^^ 0,5 . 21,5 = 10,75 

„ = j^ 11 mm. 

4. Die Lage des Wendepunktes. 

Legt man an die Stelle C der Achse, die keine Biegungsapannung 
besitzt^ den Drehpunkt, so muß die auf den linken und ebenso auf den 
rechten Achsenteil wirkende algebraische Summe der Momente gleich 
NuU sein. 

Aus dem linken Achsent«ile AC fo^ der von A aus gemessene 
Abstand x 

Ax = Pi (x — li) ^ P^x — Pill, 

Pili={P, — A)x, 
Pill _ 750 . 0,8 



Pi-A 


760 — 90 " 


,<7 a _, 


6. Die Schubkra: 


flP.. 




Für den Achsenteil 
iktes bei A 


AC erhält man 
P,i = P,l,, 


durch Anna! 


X 


= ^f^ - 659.3 ~ 660 kg. 


6. Der Aehsendurchmeaser bei 
Nach Formel 40 ist 


C. 
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IMe Bi^w>g^BStig)'Blt. 



--yoiii-».-y4-°.-y^f 



I ^ 1 6,2 mm . 



Der Durchmesser sei aus praktischen Rücksichten auf 40 mm erhöht. 

KB. Da die BearbeitungskosteD gegenüber dem scheinbaren Material- 
gewiiin vielfach sehr hoch sind, so ist es zumeist zweckmäßiger, den größten 
Durchmesser über die ganze Länge der Achse beizubehalten. 

Elfte Aafgabengmppe. 
Zu § 25. Die Knickungsfeatigkeit. 
59. Beispiel. Eine schmiedeeiserne runde Pleuelslange habe einen 
Durchmesser von 60 mm und eine Länge von 1,4 m. Der Zjlinder- 
durchmesser sei 360 mm, die absolute Dampfspannung 6 Ätm. 

1. Mit welchem Sicherheitsgrade ist die Stange im Gebrauch? 

2. Mit welcher Kraft widersteht die Stange der unter Vernach- 
lässigung des Schleuderns in der Mitte auftretenden Durchbiegung, wenn 
der Bruchmodul des vorliegenden Materials 4000 kg pro qcm beträgt? 

2, Welche Durchbiegung wird die Pleuelstange erleiden, wenn an- 
genommen wird, daß die Tourenzahl der zugehörigen Maechine gering ist? 

Lösung: 

1. Da im vorliegenden Beispiele der Hub der Maschine nicht an- 
gegeben ist, rechnet mau den Dampfdruck als die der Beanspruchung der 
Pleuelstange zugrunde liegende Kraft 

Nach Formel 142 bezw. 189 ist 

m o P ' 

, J'n 

ain'6 "" 64 _n' <»d' 

woraus m_p^jj_j_ -—.^^^ 

— ^(p— l)0!l* 
„- ^°'"', -24,4 folgt 



kraft Q aus 



16. 26» (6- 
r Bezugnahme 


"loooöoo-"»" 

auf § 25, Abs. 2, 2 


erhält H 




Sl-wk. 






4Wki, 4.0,ld»ki, 4 
„ = 101,16 kg. 


0,1. 


6>.4000 


140 


.24,4 
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Elfte Aa^bengrnppe. 
3> Die DurchbiegUDg d ergibt sich Dach i 



:. b,l zu 
. 101,16 



^Sow&^H 



,.^ 0,02313 cm . 

60. Beispiel. Es soll der Durchmesser einer aus Flußstahl her- 
gestellten Kolbenstange yon der L&Dge 1,6 m für eine 22 fache Sicher- 
heit bestimmt werden. Der auf 
« /.,5„ „^ j^ Kolben und somit auf die 

I Stange wirkende Dampfdruck sei 

^M^_ ^ ff'^''' 6000 kg. 
^ "^ ^^r/A Lösung : 

Nach den Formeln 143, 
1. bezw, 139 ergibt sich der Stangen- 

durchmesser d zu 
gd*£i 
' '" 64 fr» o>d< 1 aid* 
mal* ~64mal*'^2mal* 
150* . 6000 „„ „ 






y Sma l^P _ -./ 2.22.1 



.2200000 
61. Beispiel. Von welcher I>änge ab muß die vorgenannte Kollien- 



stauge auf Knickung berechnet werden, 
Bruchgrenze 6000 kg/qcm beträgt? 

Losung: 

Nach Formel 143 erhält man die Grenzlänge 1 
S 



die Druckspannung an der 




U 



) -1/22000 

y 60 



/ d'ti 






" 64 




jid-i 




m 


i y 


.901,9 c 


= 902 


mm 



62. Beispiel. Für eine 6,5 m lange bohle 
gußeiserne Säule, die einen Außendurchmeaaer von 
200 mm und eine Wandstärke von 18 mm hat, soll 
für eine 6 fache Sicherheit die Tragkraft P festgestellt 
werden. 



Lösung: 

Nach den Formeln 142 bez 



139 ist 
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Die 












P = — 


a !•' 


worin 0, = 


1, 
1 






1000000 




9 = 


.(D' 


-<.= 


:{20*- 


-'«•**'£= 


= 4300,8 cm* 


ist 


'ingese 


tzt, erhält man 










P 




1 . 10 . 4300,8 


:= 16966 kg 


CO 17 000 kg 






1 
' 1000000 








6 


.660' 









63. Beispiel. Welche Querschnittaabmesaungen wird die vorher- 
gehende Säule bei derselben Tragkraft haben, wenn sie aus SchtniedeelBen 
bestehen und aus 4 Quadranteieen gebildet 
sein soll? 

Lösung : 

In dieeem Falle ist die vorgenannte 
Knickungsgleichung nach dem Trägheitsmoment« 
aufzulösen, womit dann die gesuchten Dimen- 
sionen aus der zugehörigen Tabelle gefunden 
werden. 

Man erhält Fig. 213. 

p __ 0) fi^ Q 

_ Pmol" 17000 .6.1. 650» „,^, ^, . 
'=•— — ^2164,75 cm*. 




1 . 10 . 2000000 



Dieses entspncht einem Ri>fil No. 7^/« mit — 2982 cm*, wofür 
sich die in der beistehenden Skizze eingeschriebenen Abmessungen ergeben. 

64. Beispiel. Es soll für eine Dampfmaschine von 30 cm 
Zylinderdurchmesser und 60 cm Hub die aus Schmiedeeisen angefertigte 
Treibstange von l,ö m Länge für eine größte Beanspruchung von 
6000 kg so berechnet werden, daß die Höhe des rechteckigen Quer- 
schnittes gleich der 1,8 fachen Breite desselben betragen und eine 15 fache 
Sicherheit in Frage kommen soll. 

Lösung: 

Die Formeln 142 und 139 ei^ben 
w jt» 



1 a 1*' 



1 
^ 2000000' 
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Zwölfte An^abengrnppe. 



, gibt 

^~ mal» ' 
woraus man dann 



-te^-v; 



eOOO.15.1. 150» 



1 . 10 . 2000000 . 0,16 ' 

und h = 1,8b = 1,8 . 5 = 9 cm erhält 

Zwölfte Anfgabengmppe. 
Zu § 26. Die Torsionsfestigkeit. 
65. Beispiel. Eine Welle hat 84 mm Durchmesser und macht 
45 Touren. 

Wieviel Pferdestärken kann sie übertragen, wenn die zulässige Bean- 
spruchung der Welle mit 3 kg angenommen wird? 
Lösung: 
Nach den Formeln 146 und 70 ist 

Ma=Wpk, = ^ka. 
Nach Formel 149 dagegen ist 

Ma = 716200—. 
Durch Gleichsetzen der beiden gleichen Drehmomente erhält man 

716200^ = ^k,. 

oder N = ^ ka - -"- = ^^'-"-^^ = 22.7 PS . 

16 ^ 716200 16 . 716200 ' 



66. Beispiel. Auf einer Welle von 2& m Länge sitzt an dem 
einen Ende eine Riemenscheibe vom Badius = 1,2 m, auf die die Kraft 
von 125 kg geleitet wird, 

1. Welchen DurchmeBser muß die Welle unter gewöhnlichen Ver- 
hältnissen erhalten? 

2. Wieviel Pferdeställen können bei 96 Umdrehungen pro Minute 
übertragen werden? 

Jjösung: 

1. Der Wellendurchmesser d, 

Nach Formel 153 ergibt sich der Durchmesser zu 
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Die ToreioDsfeatigkeit. 

d = 4,13Vm^=^ ^'^^ VpR= '■'13 1/125 . 1200 
„=.81,28 >; 80 mm. 




2. Die Anzahl N der Pferde 

Nach Formel 154 ist 



\120> 






woraua sich die Pferdestärken zu 
N 

ergeben, 

67. Beisiiiel. Welchen Durchmeeser muß die 
angegebene Welle erhalten, wenn für 1 lfd. Meter e 
0,8° zulässig sein soll? 
Lösung: 

Nach Formel 162 ergibt sich der Durchmesser aus 
„ _ 180 f?Mdl _ 180 Mjl 180 Mfll 
■^ ~ 71 0p ~ ST „ d% ~ JI ü,ld*G 



letzten Beispiele 
Verdrehung von 



32 



d — l/H2 Mjl _ i /l8Ö". 1! 
~ V u 0,1^''G~ y 71. 0,1 



12&.12ÜU. 25000 



(0,8 . 25) . 8000 ■ 



60,8 LV, 60 n 



6S. Beispiel. Eine 2,8 m lange hohle Welle aus Gußeisen soll 
bei 40 Umdrehungen pro Minute 80 Pferdestarken übertragen. Das 
Material soll mit 89 kg pro qcm beansprucht werden. Das Verhältnis 
des lichten zum äußeren Durchmesser sei mit 0,7 vorgeschrieben. 

Webnett, FestiKkeltalahre. 15 
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Zveirt« Anlffkbeagrnpp«, 

1. Welche Durchmesser muß die Welle erhalten, und 

2. welche Verdrehung wird sie erleiden? 

Jjösung: 

1. Die Wellendurchmesser D und d. 
Nach den Formeln 146 und 149 ergeben eich 
die Durchmesser in folgender Weise: 
Md = Wpkd, 

worin Ma= 716200 — 




und W, 



Die Werte eingeführt, liefert 



_D* — d* : 
'~ D 1 

<7oa2D»{i- 



_ D*(1- 
~ E 

t*) ist. 



a*) n 



woraus sich der AuJäendurchmesser zu 



-,/716200N L__l/5 716200 ^ 

^■^\ 0,2 n(l-a^)k, - P-"^^""-40(l-0,7*)89 
„ = 219,6 >a 220 mm berechnet 
Der lichte Durchmeaer d beträgt dann 

d = oD = 0,7 . 220 =^ 164 mm. 
2. Der Verdrehungswinkel ip. 
Nach Formel 152 ist 

^_ 180(?Mdl__ 180 Mal 



Ma = 71621 



,N 



^80 



716200- 

-.10000: 



G0p' 
= 1 432400 kgmm, 

8000 kg/qmm. 



und 



0p^{D*-d*)^ = D*(l- 



'32 



oO,lD*(l-a*) 



„ — 0,1. 220*(1— O,7*) = 17801O000mm* beträgt. 
Die Werte in die vorstehende Formänderungsgleichung eingesetzt, 

liefert einen Verdreh ungswmkel 

„ 180.1432400.2800 „.„. 

«>'' = — — = 0,16". 

^ 71.8000.178010000 

69. Beispiel. Am Windeisen einer 5 m langen Bohrstange aus 
Vierkanteisen arbeiten 2 Mann mit je 18 kg am Hebelarme von 0,7 m. 

Welche Eisensorte ist zu wählen, wenn die größte Materialapannung 
36 kg/qnim betragen soll? 
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Lösung: 

Nach Formel 151. ist 



und ^ — ist. 
12 
Die Werte eingesetzt, gibt 






^M.^ 



IT 



„„, 4 12, 4 a«,_ 



oder a=|/-^^ = y- 



4.3,6 

70. Beispiel. Welche Verdrehung pro lfd. Meter wird die 
genannt« Stange erleiden ? 
Lösung; 

Nach Formel 155 erhält man die ganze Verarmung zu 
o_ 180 Qp Mj 180 0p Mj 

'f ^'^ n 40^0, G '^ n 40ä G ' 

worin w = 1,2, 

Ma = 2Pl und 
G = |e = |. 2000000-= 800000 kg/qcm ist. 

Eingesetzt, gibt 

. ,, '«"T^^'^ .„ 27P1L 

»»'' = 1,? 



lOÜOOTia* 

IT2; " 

1,2.27.18.70.500 



10000.11.3,2« 


-D,ia»«: 


Auf den lfd. Meter kommt dann eil 


11 Winkel 


*-L-5- 


■ 1,84». 
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228 Zwfilfl« Aafgabengrapp«. 

71. Beispiel. Ein Wellenstrang von 30 m Länge soll 50 Pferde- 

Btarlien l)ei 200 Tourftn übertragen. Der Strang aei aus 5 Wellen stüelten 

von 8, 7, 6, 5 und i m herzustellen. Von der ersten 

9t^o#| Welle sollen 22, von der zweiten 15, von der dritten 6, 

von der vierten 4 und von der fünften 3 Pferdestärken 

abgegeben werden. 

Zu berechnen sind die einzelnen Wellendurchmeaser. 
IiÖBung; 

Da hier keine besonderen Bedingungen über die 

Beanspruchung des Materials und der Form änderun gen 

g^pben sind, rechnet man nach den Formeln 16U und 

^- 1&4, und zwar mit derjenigen, die den größten Wert 

liefert 

Nach den Ausführungen des § 26, Abs. 5 ist nun 
die Formel 164 zu benutzen. 

Man eihält dann die Durchmesser: 
Für die 1. Welle 



dl = 120 1/ 
Für die 2. Welle 



^_-|/ Mi+H, + Na + N« + N5 
n r n 



200 '^VO»^ 



d, _ 120]/^-=^ - 120]/'55_^ = ,20{^äl- 73,4 ~J5n 



Für die S. Welle 



d.- 120 y'+l' + "'- 120]/^+!= 120K55r 

= 60,69 CO 60mm . 
Für die 4. Welle 

d^=. 120 y^*-i^= 120 1/^-^5= 120 |/Ö;Ö35"= 51,9 c^60Dun. 

Für die 5. Welle 

da = 120 "[/^-^ = 120 1/^^ 120 Vo.016 = 41,99 co 40 mm ■ 

72. Beispiel. Welche Bohrung muß eine Kegelschalenkuppelung 
erhalten, zu deren Einrückung eine Achsialkraft von SO kg aufzuwenden 
ist? Die Kuppelung habe einen Badius gleich der 6 fachen Bohrung und 
einen Neigungswinkel der Arbeitsfläche zur Achsenrichtung von 12*30'. 
Der Reibungskoeffizient betrage 0,12. 
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Lösung: 

Da die Bohrung oder, was dasselbe ist, der Wellendurchmesser d 
von dem Drehmomente abhängig ist, muß zunächst die am Umfange der 
Kuppelung wirkende Umfangskraft P ermittelt werden. 

Eine Beziebungsgleichung 
zwischen der Achsialkraft Q und 
der Umfangskraft P erhält man 
auf folgende Weise: 

Es bezeichne 

p die am Umfange wirkende Kraft 

(Normalkraft für 1 qcm 

Arbeits- bezw. Reibfläche), 

F die gesamte Arbeitsfläche in 

q, die zur Erzeugung von p 
während der Betriebszeit in 
Achsenrichtung aufzuwen- 
dende Kraft, 

Qj die für die ganze Arbeitsfläche 
während der Betriebszeit nö- 
tige Achsialkraft; 

qg die während der Dauer der 

EinrückungzurÜberwindung Kig. üih, 

der zwischen den beiden 

Arbeitsflächen auftretenden gegenseitigen Reibung in Achsenrichtung 

nötige Kraft pro qcm Fläche, 

Q2 <^is während der Einriickungspenode erforderliche gesamte Achsialkraft; 

Q die Summe der vorgenannten Kräfte, 

P die am Umfange wirkende Kraft, 

Pq die zugehörige Normalkraft und 

/( den Reibungskoefflzienten. 

1. Die Achsialkraft Qj. 

Qi-Fq„ worin P„-Fp 

und q^ = p sin o 
a nun 

P 

P=Pn • M^FpM ist, woraus F = — 
>■ ^^ p/( 

folgt, so erhält man durch Einsetzen der Werte in die Acheendruckgleichung 

Q, ^ — p sin a = — 

' VC ft 

2. Die Achsialkraft Q^. 

Qg = Fqg, worin F den vorherigen Wert 
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und qj ^ p|U . cos a 
darstellt. Eingesetzt, gibt 

P 
Q,^ — pMcosos^P Gosa. 

3. Der gesamte Achsendruck Q. 

Q-«i.+(i.~^+Pc«-F "°°+/°" 
woraus sich die Umfangskraft 



iina+7<cosa sin I2"30' + 0,12 • cos 12''30' 

" " = 28,78 oo 30 kg 



" 0,21644 + 0,12.0,97630 0,333596 
ergibt. 

4. Der Wellendurchmesser d. 

Da für die Berechnung des Durchmessers keine besonderen Be- 
dingungen gestellt sind, so ist wie im vorhergehenden Beispiele eine der 
Formeln 150 und 164 zu verwenden. 

Aus Formel 149 

Md= 716200- 

folgt ^.^?_^^r_l^^. 

^ n 716200 716200 716200 

Diesen Ausdruck in die Formel 154 eingeführt, gibt 



d = 120]/^ 




„=120]/ä025i3 = 
Die Formel 150 würde nur einen Wert von 
d=120yo,02513-- 19,02 mm 
ei^ben haben, der gegenüber dem ersten viel zu klein wäre. 

Da die Kraftübertragung von der Welle zur Kuppelung und um- 
gekehrt mittfilst einer eingelegten Feder erfolgen soll, so ist noch zvan 
W eilen durchmesser der Keilzuschhig 

h = 0,5b = 0,5 {0,2d + 6) = 0,5 (0,2 . 35,16 + 6) = 6,5 mm 
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hinzufügen, ao daß die Bohrung einen Durchmesser von 

D --= d + h = 35,16 + 6,5 = 41,65 eo 42mm 
erhalten muß. 

73. Beispiel. Zur Verbindung der Hälften einer Scheibenkuppe- 
lung werden 6 Schrauben von 14 mm Durohmesser verwendet und in 
gleichen Abständen auf einem Kreise von 140 mm Halbmesser verteilt. 

Welchen Durehmesser müssen die Wellenenden haben, wenn das 
Material derselben mit 3 kg und das der Schraube mit 4 kg beansprucht 
werden soll? 

Lösung: 

Da die Schrauben im ungünstigsten Falle als Mitnehmer dienen, so 
sind sie auf Abscheren zu berechnen. 



Nach Formel 40 ist die auf die Schrauben wirkende Kraft 

P = fk, = i^0,8k^0,2id%k. 
Den Wellendurchmesser erhält man dann aus der Formel 147 zu 



.f. 



'0,2.5. 14*. ji. 4. 140 



Hierzu kommt nun wieder dec. Keilzuachlag. 

74. Beiapiel. Zwei mit 3 kg Spannung berechnete Wellen von 
50 mm Durchmesser sollen mittelst einer gußeisernen Muffen kuppelung 
verbunden werden. 

1. Welchen Durchmesser muß die Kuppelung erhalten, wenn sie mit 
1 kg beansprucht werden soll, und 

2. welche Breit« muß der aus Stahl hei^eeteUten Feder bei 5 kg 
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Beanspruchung gegeben werden 
15 fachen Keilbreite ist. 

Lösung : 

1. Der Durchm 



ZwQlft« Aufgabengrnppe. 

die Länge der Muffe gleich der 



Bezeichnet W, 



d'n 



D der Kuppelung. 



-—- das polare Wideretandsmonient der Welle, 



— das polare Widerstands momenr der Muffe, 



k^ die Material Spannung der Welle und 
kg die Materialspanoung der Muffe, 




so ist nach Formel 146 



woraus diuti Gleichsetzen 



Md = Wpik, 
Md^Wpjkj,, 

Wp,k, = Wp,k, 



d'ki^lD"- 



folgt. Id der Praxis pflegt man diese Gleichung 1. Grades zumeist durch 
Probieren zu lösen, indem man für das im Nenner stehende D einen 
Schätzungswert einsetzt und das übrige nach D, wie folgt, auflöst 



-i/^+^-Vfe+Ä- 



Für D<7o2d oder ■: 



■T = — =; 0,5 gesetzt, gibt 



D = d y ^ + 0,5 — 50 1/^ + 0,5 = 50 fe = 



Rechnet man hierzu noch den Keilzuschlag von etwa 
h = 0,5b = 0,5 (0,2d -f- 6) = 0,5 (0,2 . 50 + 6) = 0,5 . 16 = 8 n 
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I beträgt der Durchmesser der I 
D - 75,9 



= 83,9 mm , 



der mit ßücksicht auf die beim EiutreibeD des Keils auftretenden Span- 
nungen auf 90 mm erhöbt werden kann. 
2. Die Keilbreite b. 

Der Keil wird neben Biegung — die hier vernachlässigt werden 
soll — durdi die am Umfange der Welle wirkende Kraft auf Abscheren 
beansprucht Diese Kraft beträgi: nach Formel 146 
Md = Wpiki 
_d d>jr, 



od» 



2 16 



fei,caO,2d«ki 

P = 0,4d»ki. 
i Formel 40 eingesetzt, gibt 



woraus man die Breite des Kdles 
|/ ä4d% 



-y^r} 



K 3k, 



erhält Nach der Erfahmngsgleichiuig er^bt 
sich eine Breit« von 

b = 0,2d + 6 = 0,2 . 50 + 6 
„^10 + 6 = 16 mm. 
Eine für die Prazia brauchbare Breite 
liefert das Mittel zwischen den beiden ge- 
nannten Werten, also etwa 

"2(9+ 16) = 0,5.25cc l3mm . 

75. Beispiel. Mittelst eines offenen 
lüementriebes sollen bei 8 m Wellenentfer- 
nung 4 Pferdestärken übertragen werden, ^-tn 
Die Tourenzahlen der beiden Scheiben seien 
50 und 30. Der klebe Scheibenradius be- 
trage 400 mm, die Riemenspannung 0,35 
kg/qmm. Die Dicke des Riemens sei mit 
6 mm angenommen. 

Bestimmt sollen werden 

1. die beiden Welleudurchmeaser d, 
und dg, 

2. der Radius r^ der großen Scheibe, 

3. der Riemenzug T und 

4. die Riemenbreite b. 
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Zwölfte Autgabeugruppe. 



Löaung: 

1. Die Wellendurchmesaer d. und d,. 



Da das Verhältnia — <C1 ist, so sind die Welleiidiirchmesser nach 

der Verdrehungsformel 154 zu ermitteln. 
Mau erhält also 

dl = 120 ]/^ = 120 y^ = 72,6 eo 76 mm, 

d, = 120 V— = 120 1/— = 63,8 c^ 65 mm . 
r Hj r 50 

2. Der Radius r^ der großen Scheibe. 
Nach dem 53. Beispiel ist 

3. Der Biemenzug T. 

Bezeichnet T die Zugkraft im angespannten, d. h. im ziehenden 
Riement«il, t dagegen den Zug im losen oder gezt^nen Teil, so bildet die 
Differenz dieser Kräfte die Umgangskraft P, die durch die Reibung zwischen 
Scheibe und Riemen erzeugt ist 

Es ist also 

T — t = P. 

Zwischen den beiden Riemen-Zugkräften liesteht nun nach der aus 
der Mechanik zu entnehmenden Eeibungstheorie der Zugorgane die Be- 
ziehung 

T = te/*«oder t=-^, 

worin e = 2,71 828 die Basis des log. nat, 

fi den Koeffizienten der Reibung zwischen Scheibe 
und RJemen 
und a — arc d 

bedeutet Führt man den Wert t in die erste Gleichung ein, so erhält 
man den Riemenzug 

T 

*' T(l-ji,)_P 

ef*"— 1 

T = — ^ P- 
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Für das Bogenmaß a kann auch das Winkelmaß nach den Ver- 
hältniesen im £inlieilskreise, nämlich 

a:2fi = a^: 360», 

2reo* tib" , , , 

'»"" —m^-Im' '"'«'• 

gesetzt werden. 

Es ist zweckmäßig erst die Potenz auszurechnen, wozu der Winkel 
a gebraucht wird. 

Aus der Figur folgt 

r, — r, 667 — 400 267 „„„„„ 

cos^_-!-_.__-^____0,03837, 

woraus man ß = 88''5' und o» = 2^5 = 2 . 88» 5' = 176" 10' 
erhält. Die Potenz hat dann den Wert 

1. 17 8* IC 

e/*<> = e'*i8o^ = 2,718 ""~ 



.0,29 — 



S.14.105J0 

„ = 2,71 828 "^ isöTm" ^ 2,7 1 828 "^ 
„-2,438. 
Die Umfangekraft P folgt z. B. aus 

N 
M, = Prg = 716200 — 

Der Riemenzug T betragt dann 

„ CO 1,7P = 1,7 . 148,2 = 243,4 co 244kg. 
Um diese zeitraubende Rechnung zu ersparen, rechnet man i 
Praxis zumeist mit einem durchschnittlichen Riemenzuge 
T=2P. 
4. Die Riemenbreite b. 
Nach Formel 7 ist 

T ^ f k. = brfk, 
T 244 

oder b = n- -= „ „„, = 162,7 cv- 163 mm . 

OKx 6 . U,ao ^^^^~- 
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